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1 前言

丢番图问题可以说是数学中最古⽼⽽又最常新的领域之⼀. 传统上讲,
丢番图问题研究的是丢番图⽅程, 即整系数多项式⽅程. 丢番图⽅程这⼀术

语和《算术》(Ἀριθμητικά, 即 Arithmetica) ⼀书的作者亚历⼭⼤港的丢番图

(Διόφαντος ὁ Ἀλεξανδρεύς, 即 Diophantus of Alexandria) 有关. 丢番图的⽣

平今已⼤多不可考, 只知道他⽣活在亚历⼭⼤港 (今埃及北部), 活跃的时代

介于公元前⼀世纪与公元四世纪之间1, 历史上属于希腊化时代 (Hellenistic
period) 和罗马管辖时期. 其时亚历⼭⼤港是古希腊⽂化的中⼼, 世界上最

⼤的犹太⼈城市, 以及欧洲与东⽅贸易和⽂化交流的枢纽; 拥有当时世界上

藏书最多书⽬最完备的图书馆和古希腊最好的⼤学. ⽂化的繁荣推动了科学

与哲学的进步, 孕育了⼀⼤批优秀的数学家.
丢番图的《算术》⼀书有⼗三卷, 原书应该是⽤古希腊语写成的, 古希

腊⽂版今有七卷散佚, 现存最早的版本是⼗三世纪发现的拜占庭六卷抄本.
1971 年 Rashed 在伊朗马什哈德 (Meshhed) 的阿斯坦·库兹·拉扎维 (Astan
Quds Razavi) 中央图书馆发现了 1198 年版巴勒贝克2的卢卡之⼦康斯坦丁

(Qusṭā ibn Lūqā al-Ba’labakkī) 翻译的阿拉伯⽂七卷, 其中四卷不存在于拜

占庭抄本之中3. 《算术》是⼀部问题和解法集, 绝⼤部分是整系数多项式⽅

程和⽅程组; 现存的⼗卷中, 古希腊⽂六卷有 189 个问题, 阿拉伯⽂四卷则

有 101 个. Ἀριθμητικά ⼀词源于 ἀριθμός (arithmos), 在古希腊语中是数的

意思. 古希腊⽂化中 ἀριθμητικά 指的是数的性质的研究, ⽽运算⽅法则视为

⼀门单独的学问——λογιστικός (计算术)4. ⾃⽂明之起源, ⼈类便思考、研

究和运⽤数学. 在丢番图之前, 古⽼⽂献中出现的⼀些数学问题已可以归结

为多项式⽅程的求解. 古埃及的纸莎草书中出现了⼀些线性⽅程和⼀元⼆次

⽅程的例⼦; 古巴⽐伦泥板中记载了⼀元⼆次⽅程和某些⼀元三次⽅程的解

法, 以及⼀些勾股数组; 欧⼏⾥得的《原本》(Στοιχεία, 即 Elements) 和中国

的《九章算术》更提出了勾股数问题的通解公式. 然⽽丢番图的问题却脱离

了测量和⼏何的背景, 以抽象的代数⽅程为主, 并⽤符号来代替⼀些⽂字; 另
1丢番图在⼀部关于多边形数的著作中引⽤了公元前⼆世纪数学家伊普西克⾥斯 (Υψικλής, 即 Hypsi-

clis) 的⼯作 (见 [117] 第 470 和 472 页); ⽣活在公元四世纪的亚历⼭⼤港的希恩 (Θέων ὁ Ἀλεξανδρεύς,
即 Theon of Alexandria) 在针对托勒密 (Κλαύδιος Πτολεμαῖος, 即 Claudius Ptolemy) 所著《⾄⼤论》

(Almagestum) 的评论中提到了丢番图 (见 [118] 第 35 页).
2巴勒贝克遗址位于黎巴嫩的贝卡⾕地.
3见 [112] 第 v 页.
4数学⼤百科全书第⼀卷, 科学出版社 1994 年版, 第 226 页.
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外, 丢番图只考虑⽅程的正有理数解, 这样的设定也使得《算术》的⾏⽂远

离了数值计算和⼏何直观, 呈现出与前⼈迥然不同的风格. 正因如此, 今天

数学中的丢番图问题通常是指和丢番图⽅程的有理数解或整数解相关的问

题. ⽐⽅说中国古算中的同余⽅程组就可以看成是⼀种关于线性丢番图⽅程

的丢番图问题. 从⽅法论上讲, 丢番图并不拘泥于算式的检验⽽是⼒求给出

“形式证明”, 也就是说综合运⽤变量替换、代⼊、消元、消项等⽅法将问题

通过⼀系列步骤转化成⼀个已经解决的问题：虽然丢番图分析不是⼀个公

理化系统, 但其演绎模式却与古希腊⼏何学传统⼀脉相承5.
从公元三世纪开始, 基督化、地震、海啸、迫害异教徒、波斯占领、阿

拉伯占领等历史事件轮番摧残了亚历⼭⼤港璀璨的⽂化. 亚历⼭⼤图书馆浩

如烟海的藏书也逐渐湮灭在历史长河之中. 然⽽对知识的追求终究战胜了迷

信和野蛮. 随着东西⽅的交流, 丢番图的著作传播到了阿拉伯世界, 丢番图

分析的⽅法也被阿拉伯数学家所研究和发扬, 最终又在⽂艺复兴时期重新传

回到西⽅, 对数学的发展产⽣了深远的影响. 后世对于丢番图的《算术》有

两种解读6. 第⼀种是代数7解读, 旨在对丢番图的表述进⾏符号化并⽤代数

⽅法对其结果进⾏整理、分类和推⼴; 从这样的⾓度出发, 很⾃然地将丢番

图⽅程按照多项式⽅程的次数和形态来分类, 并试图确定每个问题的解集.
数学史学家长期以来也是将丢番图的《算术》看成代数领域的⼀个开⼭之

作. 然⽽从代数的观点来看丢番图的解法似乎并⽆明显的章法可循. Hankel
说：“《算术》的每个问题都有特定的解法, 经常不能适用于邻近的其它问题.
因此对于当代数学家来说, 即便是研究了 100 个题以后, 去解第 101 题时仍
然感到困难; 作了⼏个失败的尝试以后再去读丢番图的解答, 会惊叹于他如
何能够做到突然离开⼤路⽽抄近道达到他的目的”.8可以想见丢番图应该是

掌握了⼀些⼀般的⼿段, 使得他可以设计和解决如此纷繁复杂的问题. 随着

现代数学的进步, 数学界逐渐形成了对《算术》⼀书的第⼆种解读：代数⼏

何解读. 事实上, 虽然丢番图只感兴趣⽅程的正有理数解, 但是他的解法却

适⽤于任意的域, 从⽽也适⽤于⼏何问题. 这个隐含的联系被 Fermat 敏锐

地察觉, 他说：“⼏乎没有真正的数论问题, 也没有蕴含了数论的问题. 难道
不是说到目前为⽌算术是从⼏何的角度⽽不是从数论的角度来研究的？从

5见 [113] 第 29-30 页.
6这⾥参考了 Rashed 和 Hozel 的观点, 见 [113] 第 35–37 页.
7代数⼀词来⾃阿拉伯语单词 al-djabr, 原意是指重组及合并, 阿拉伯数学语境下指移项或合并同类项等

⽅程求解技巧. 这⾥使⽤的“代数”⼀词指其古典含义⽽并⾮现代数学中的代数结构.
8见 [66] 第 164–165 页.
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古到今的⽂献⽆不如此. 丢番图自⼰也不例外, 即便是他的分析只考虑有理
数⽽显得更远离⼏何⼀些; 然⽽ Viète9的《Zetetica》10 将丢番图的⽅法拓展

到连续量, 也就是说⼏何情形, 这充分地证明了⼏何在丢番图分析中并未真
正缺失.”11 丢番图⽅程可以在任意的交换⼳环中求解. 特别地, 丢番图⽅程

组的复数解构成了⼀个复代数簇, 丢番图⽅程组可以按其定义的复代数簇的

⼏何性质来分类. 在丢番图⽅程组的⼏何分类⽅⾯, Poincaré 是⼀个先驱者.
他认为有理系数的双有理变换群⾃然地作⽤在丢番图⽅程上, 从⽽丢番图⽅

程可以按这个群作⽤的轨道来分类, 就象⼆次型可以按整系数线性群的作⽤

来分类那样. 在 [109] 中 Poincaré 考虑了亏格为 0 或 1 的曲线, 也就是有理

曲线和椭圆曲线的情形. 事实上, 丢番图经常使⽤有理变换, 尤其是双有理

变换的技巧, ⽽亏格正是代数曲线的⼀个基本的双有理不变量. Weil 说：“⾄

于⽅程的分类, 丢番图完全没有提及, Viète, Fermat 甚⾄是 Euler 在研究丢
番图问题时也没有考虑过分类的问题. 然⽽在丢番图的著作中却⼤量出现了
相应于亏格为 0 或 1 的代数曲线的⽅程组, ⽽且对于这些问题丢番图总是
运用同样的⽅法来解决, 这不得不让⼈感到惊叹.”12 Bachmakova 认为, 尽管

《算术》中没有真正意义上的⼏何, 但是其间却蕴含了代数⼏何的概念和⽅

法, 她甚⾄⼤胆地猜测丢番图掌握了⼀些代数⼏何的结论, 只是局限于纯代

数和数论的框架, ⽽没有进⾏⼏何解释13. 如果说将代数⼏何这⼀学科溯源

到丢番图的⼯作也许是对历史的⼀种过度解读, 代数⼏何却是理解丢番图分

析最有效也最⾃然的⼯具.
从代数⼏何的观点来看, 丢番图⽅程对应于有理数域 Q 上的代数簇, 丢

番图⽅程的有理数解则对应于代数簇的有理点, 从⽽丢番图问题就相当于研

究 Q 上的代数簇有理点集的性质. 给定 Q 上的代数簇 X, 关于 X 典型的

丢番图问题包括：X 是否有有理点? X 的有理点集是否是有限集? X 的有

理点在复数点集中如何分布? 等等.
假设 X 是 Q 上⾄少含有⼀个有理点的代数曲线. 当 X 的亏格为 0 时,

它双有理等价于射影直线, 从⽽具有⽆穷多个有理点. ⾄于亏格为 1, 即椭圆

曲线的情形, Poincaré 运⽤了椭圆函数来构造曲线的参数⽅程, ⽤切割线法

(tangent and secant method)14 从⼀些有理点出发利⽤椭圆函数参数的加法

9中译韦达.
10见 [123].
11见 [52].
12见 [128] 第 398 页.
13见 [6, §7] 和 [7] 第 28 页.
14感兴趣的读者可以阅读 Rashed 和 Hozel 的数学史著作 [113].



1 前⾔ 6

运算⽣成新的有理点. 之后 Mordell [94] 进⼀步证明了椭圆曲线的有理点构

成⼀个有限⽣成 Abel 群, 他还猜测当亏格⼤于或等于 2 的时候曲线的有理

点集是有限集 (Mordell 猜想). 从此, 丢番图⽅程所对应的代数簇的⼏何性

质决定该⽅程的算术性质逐渐成为普遍接受的⼀种观点.
将丢番图⽅程按⼏何不变量来分类是丢番图问题研究上的重⼤⾰新. 同

样亏格的代数曲线, 甚⾄是同构的代数曲线, 其对应的丢番图⽅程可以具有

⾮常不同的形式; 反过来, 看起来⾮常相似的丢番图⽅程, 定义的代数曲线

可以具有⾮常不同的算术性质. ⽐如著名的费马⼤定理断⾔, 对任意整数

n ⩾ 3, 射影空间 P2
Q 中的曲线

Xn = {(x : y : z) |xn + yn = zn}

没有⾮平凡15的有理点. 注意到 Fermat 曲线 Xn 的亏格等于

(n− 1)(n− 2)

2
,

所以 Mordell 猜想推出, 当 n ⩾ 4 时 Xn 只有有限多个有理点. 当 n = 1

或 2 时曲线 Xn 的亏格为 0, 所以同构于射影直线⽽具有⽆穷多个有理点.
费马⼤定理这个命题来⾃ Fermat 阅读《算术》第⼆卷时的旁注16:“将立⽅
数分解成两个立⽅数之和, 或更⼀般地将⾼于⼆次的幂数分解成两个同次幂
数之和, 都是不可能的. 我确信找到了⼀个美妙的证法, 但页边的空白太窄,
容纳不下. ” 但 Fermat 传世的资料中只有 n = 4 时命题的证明. 由于⼤

于 2 的⾃然数要么被 4 整除, 要么具有⼀个奇素因⼦. Fermat 的结果说明,
要证明费马⼤定理, 只需要验证对任意奇素数 p, 曲线 Xp 没有⾮平凡有理

点. Fermat 的旁注困扰了数学界三百余年：命题提出后的两个世纪之内只

有 p = 3, 5, 7 的情形得到了解决; 1983 年 Faltings [47] 证明了 Mordell 猜

想; 1987 年 Adleman, Heath-Brown [2] 和 Fouvry [54] 证明了对⽆穷多个

奇素数 p 曲线 Xp 没有⾮平凡有理点; 最终费马⼤定理迟⾄⼆⼗世纪末才

由 Wiles [129] 所证明 (Taylor 和 Wiles 合作弥补了原证的⼀个漏洞 [120]).
Mordell 猜想和费马⼤定理的证明结合了代数⼏何、代数数论、Arakelov 理

论, Galois 表⽰理论等学科深刻的概念和⽅法, 属于算术⼏何 (arithmetic
geometry) 领域的⾼峰之作. 毫不夸张地说, 是⼈类对丢番图问题孜孜不倦

的追求推动了算术⼏何领域的诞⽣和发展.
15即射影坐标不含有 0.
16Fermat 的⼿迹如今已经遗失了, 这个记载来⾃于 Pierre de Fermat 的⼉⼦ Samuel de Fermat 1670 年

编辑的其⽗对《算术》⼀书的注记.
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今天回过头来看 Fermat 的观点, 似乎觉得⼏何⽅法在数论中的应⽤应

该是⽔到渠成的事情. 然⽽算术⼏何作为⼀个学科的产⽣却是相当晚的：其

始于⼆⼗世纪初, 成型于⼆⼗世纪中叶, 以后逐渐繁盛⽽成为数学的⼀个主

流领域. Geometry ⼀词来⾃古希腊语 γεωμέτρης, 原意是指测地术. 徐光

启和利玛窦 (Matteo Ricci) 翻译的欧⼏⾥得《原本》, 中译版包含前六卷,
恰是平⾯⼏何部分, 因此定名为《⼏何原本》, 这是 geometry 翻译成⼏何

的由来. 中国古算中常⽤“⼏何”⼀词来就数量提问, 这个翻译恰与古希腊⽂

原意暗合. 然⽽历史上 geometry ⼀词的含义却随着数学的发展不断丰富,
欧⼏⾥得《原本》中的⼏何已脱离了数量⽽代之以公理体系和逻辑推导17,
Descartes 的坐标法又反过来建⽴了欧⼏⾥得⼏何的实数模型. 作为学科名

称, 算术⼏何学中的“⼏何”不仅仅是象 Fermat 指出的那样将连续量引⼊丢

番图分析, 它指的是数系及其衍⽣集合的结构和体系.
Neukirch 在《代数数论》18⼀书的前⾔中说: “数论在数学中占有⼀个理

想的地位, 就象数学在科学中⼀样. 没有任何义务去满⾜外来的需求, 确立
目标的过程完全是自主的, 从⽽可以保护其不受⼲扰的和谐. ” 事实上, 正如

数学为⾃然科学和社会科学提供了模拟的⼿段, 数系及其衍⽣的集合为数学

的各个分⽀提供了模型. 然⽽科学发展的客观规律却是实践先于理论, 现象

先于模型. 科学与数学的关系不仅仅是科学利⽤数学⽅法来构造模型解释⾃

然和社会现象并推导其规律, 很多时候科学的问题和⽅法也为数学的发展提

供动⼒和灵感. 没有测量和天⽂学的需求, ⼏何学就不会得到发展; 没有经

典物理学的兴起, 就难以想象微积分的诞⽣. 数论⼤抵也是如此, 与数学的

各个分⽀有着千丝万缕的联系, 给别的学科提供模型的同时也受到别的学科

的启发. 所谓“不受⼲扰的和谐”, 也仅限于问题的提出, ⼀旦尝试解决问题,
必然受到数学各个分⽀发展的影响. 算术⼏何的产⽣, 有⼏个机缘：⼀、群

论和近世代数的兴起为代数数论和代数⼏何的发展铺平道路, 这个过程从⼗

⼋世纪开始⼀直延续到⼆⼗世纪初; ⼆、微分⼏何和多复变函数论的发展为

代数簇的解析性质研究提供了必要的⼯具, 这个过程从⼗⼋世纪开始⼀直延

续到⼆⼗世纪中叶; 三、层论和同调代数的发展和完善为概形论的产⽣创造

条件, 这个过程从⼗九世纪末⼀直延续到⼆⼗世纪中叶; 四、⼆⼗世纪中叶

Grothendieck 概形论的产⽣, 为有理数域及整数环上的代数簇的研究提供了

合适的框架. 可以看到, 算术⼏何的萌芽, 产⽣和兴起正是伴随着这些学科

17中华⽂化圈普遍采⽤了徐光启和利玛窦的翻译, 唯越南语意译成 hình học (形学).
18见 [98].
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的发展和完善的.
作为⼀个新兴分⽀, 算术⼏何是如何做到在短短半个世纪之内⼀蹴成为

数学的主流⽅向之⼀? 要回答这个问题, 还得从数学这个学科⾃⾝的特点说

起. 通常认为数学是研究数与形的学科, 这个说法⾔简⽽意赅：数, 可以认

为是计数, 数量, 代数, 也可以理解成数系及其衍⽣集合; 形, 可以认为是形

状, 空间, ⼏何, 也可以理解成函数、关系和结构. 数形结合是数学的基本思

想, 数学中⼏乎每⼀个重⼤突破都伴随着新结构的发现, ⽽这些新结构的基

础模型往往是数系及其衍⽣集合. 关于数形结合华罗庚有⼀个⾮常⽣动的描

述: “数与形, 本是相倚依, 焉能分作两边飞. 数缺形时少直觉, 形少数时难⼊
微. 数形结合百般好, 隔离分家万事非. 切莫忘, ⼏何代数统⼀体, 永远联系,
莫分离!”19 如今基础数学的研究, 最引⼈⼊胜之处就在于纷繁复杂的数学对

象背后所隐藏的结构. ⽽算术⼏何的基本⽅法正是发掘和研究数域及其衍⽣

集合的新结构, 这和数形结合的先进数学思想⾼度吻合.
算术⼏何的萌芽可以追溯到⼗九世纪晚期 Dedekind, Weber [41] 和

Kronecker [80] 的⼯作. 他们注意到了有理函数域和代数数域之间奇妙的相

似性. Dedekind 和 Weber ⼯作的⼀个主要动机是黎曼曲⾯论的代数化. 黎

曼曲⾯这个概念最早是由 Riemann 引进的, ⽤来研究全纯函数解析延拓的

奇点与分⽀. 在 Riemann 之前的时代, 代数⼏何的研究往往集中在复射影平

⾯中的曲线之上, 主要使⽤射影⼏何的⽅法. 黎曼曲⾯论将复射影曲线看作

实曲⾯⽤分析的⽅法来研究, 并与 Abel, Jacobi, Weierstrass 和 Riemann 等

⼈发展的代数函数论联系起来, 在当时是全新的思想. Riemann 的⽅法考虑

⼀般的解析函数, 这些函数通常是超越函数. 但⽤超越⽅法却可以得到⼀些

深刻的纯代数结论, ⽐如 Riemann-Roch 定理等等, 这在当时的射影曲线论

中属于⾰新性的成果. 这些代数结果研究⽅法的代数化要等到 Dedekind 和

Weber 的⼯作 [41] 才算是真正完成. Bourbaki 数学史⼀书中说20:“即使对于
现代⼈来讲, Riemann 的超越化⽅法 (尤其是他对拓扑概念和 ‘Dirichlet 原
则’ 的运用) 似乎是建立在不确定的基础之上的; 尽管 Brill 和 Noether21比
⼤部分现代 ‘综合’⼏何学家要认真, 他们的分析⼏何推理仍不能说是⽆懈可
击的. 正是为了给平面代数曲线论建立⼀个严格的基础, Dedekind和Weber
才在 1882 年发表了关于这个论题的⼤作……他们的⼯作最本质的想法是在
⼀元代数函数论中模仿 Dedekind 之前刚刚发展的代数数论. 为达到这个目

19见 [71] 第 37 页.
20见 [25] 第 133 页.
21见 [28].
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的, 他们首先采用了 ‘仿射’ 的观点 (与之相反, 他们的同代⼈总是将代数曲
线浸⼊复射影空间来考虑), 然后他们从有理函数域 C(X) 的某个有限扩张

K 和 K 中的 ‘整代数函数’ 环 A, 也就是说在多项式环 C[X] 上是整元的

那些代数函数组成的环出发, 绕开了所有的拓扑⽅法, 得到了他们的主要结
果: A是 Dedekind环. 所有 ‘附注 XI’22中的结果, 经过适当改动后都能适用
(甚⾄更为简单, Dedekind 和 Weber 意识到了这⼀点 (见 [42] 第⼀卷第 268
页), 即便并不确切地知道其原因). 这样他们证明了他们的定理是双有理不
变的 (也就是说仅依赖于域 K), 从⽽不依赖于⼀开始选取的⽆穷远线23. 对
我们来说更有意思的是, 为了定义相应于 K 的 ‘黎曼曲面’ (特别是不能对应
于 A 的理想的 ‘⽆穷远点’), 他们引进了域 K 的位这⼀概念: 这样他们便面
临 1940 年 Gelfand 创造赋范代数论时的局面, 也就是说域 K 中的元素不是

预先定义的函数, 但希望将它们看作是某个空间上的函数; 为了得到这些假
想函数的定义空间, 他们首次将传统的习惯反过来, 对⼀个点 x 赋以⼀个集

合 E, 并对从 E 到某个集合 G 的⼀些映射组成的集合 F 赋以从 F 到 G

的映射 f 7→ f(x), 即将 f 看成变量⽽将 x 看成函数 (这个思想被 Gelfand
重新运用, 如今已成为当代数学中司空见惯的⽅法).” 正是这个思想上的⾰

新将数论和代数⼏何的研究联系在了⼀起.
函数域与数域的相似性迅速引起了数学界的兴趣. Hilbert 在 1900 年

数学家⼤会上提出了⼆⼗三个问题, 其中第⼗⼆问题的表述中提到: “问题

和函数论有关的部分, 研究⼈员将在这个因发现了⼀元代数函数论和代数数
论之间显著的相似性⽽格外引⼈⼊胜的领域中自由地探索. Hensel 建立并
研究了数论中类似于代数函数级数展开的构造24; ⽽ Landsberg 则研究了代
数函数论中的 Riemann-Roch 定理25. 接下来 Riemann 面的亏格与代数数
域的理想类数显然是相似的…… 我们看到, 在上述问题中基础数学的三个
分支, 即数论、代数和函数论, 是紧密联系着的.”26 Hilbert 敏锐地感觉到了

Landsberg 对 Riemann-Roch 定理的代数证明中的算术意味反过来暗⽰了

代数整数环之上应该具有⼀些之前没有发现的⼏何结构. 其后 Weil [124] ⽤
赋值理论刻画了⼀元有理函数论和代数数论之间的平⾏对应关系, 从⽽在代

数数域上真正确⽴了新的⼏何结构. 他在 1950 年世界数学家⼤会上说: “我
22这是 Dedekind 对 Dirichlet 的著作 Vorlesungen über Zahlentheorie 的重版和附注, 见 [42] 第 III 卷第

1-222 页.
23这是射影⼏何的标准技巧.
24即 p-进数域.
25见 [83].
26见 [68] 第 89–90 页.
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们是时候意识到在《Grundzüge》中 Kronecker 不仅仅是想对 Dedekind 终
身致⼒研究的理想理论中的基础问题给出自⼰的论述, 他的立意更为⾼远.
他实际上是试图描述和开始建立数学的⼀个新学科, 同时以数论和代数⼏何
为其特例.”27 Weil 还研究了有限域上光滑射影簇的 zeta 函数并猜想它是有

理函数, ⽽且和 Riemann ζ-函数具有类似的性质, ⽐如解析延拓、函数⽅程

和 Riemann 假设等. 注意到 Weil 的 zeta 函数是⽤光滑射影簇取值在⼀些

有限域中的点的个数来定义的, 因⽽具有很强的丢番图问题的意味. 更重要

地, Weil 猜测, 如果该代数簇 X 是某个代数整数环上定义的光滑射影簇 X

的约化, 那么 X 的 zeta 函数可以写成⼀些多项式的交错积

d∏
i=0

Pi(T )
(−1)i+1

,

其中 Pi 的次数即是 X 对应的复流形的第 i 个 Betti 数, 这便将代数拓扑、

代数⼏何和数论三个学科联系在了⼀起28. Weil 提出⽤⼀套纯代数的语⾔将

复流形和微分⼏何的构造推⼴到⼀般的域, 甚⾄是⼀般的交换⼳环上. Weil
的这个纲领直接推动了 Grothendieck 概形论的产⽣. Éléments de géométrie
algébrique 的前⾔中说: “⾄于 A. Weil 的影响, 只须说这部著作的主要动机
是发展定义最⼀般的 ‘Weil 上同调’ 所需要的⼯具集, 并试图建立证明他在
丢番图⼏何中的著名猜想所需要的所有形式性质.”29

数学上新结构的发现并⾮易事, 需要多代数学家持续不懈的努⼒, 往往

还要耐⼼等待数学语⾔的成熟. Grothendieck 在《收获与播种》中说:“事物
的结构不是可以被⼈们 ‘发明’ 的东西. 我们只能耐⼼地去更新 (自⼰的认
识), 谦卑地去认识它, 去 ‘发现’ 它. 如果说在这个过程中创造性发挥了作用,
或者说有时我们需要象铁匠或不知疲倦的建筑者那样⼯作, 也不过是 ‘锻造’
或 ‘装配’ ⼀些 ‘结构’. 这些结构从来没有等着我们来赋予其⽣命, 再活成它
们应该有的样⼦. 只是在我们想要尽可能准确地描述我们所发现和探查的事
物的时候, 如果这个结构犹抱琵琶半遮面, 我们会试图去感受并用也许更为
⽣涩的语⾔去描绘其轮廓. 由是我们需要不断 ‘创造’ 新的语⾔去越来越精
确地描述数学对象所具有的隐秘结构, 并用这个语⾔去⼀块块地逐渐 ‘构造’
出可以概括所理解到和看到的那些东西的理论. 在这个过程中有⼀个理解事
物和所理解的事物之表达之间连续不断的来回往复, 其媒介正是⼯作中在现

27见 [126] 第 90 页.
28见 [125].
29见 [63] 第 I 卷第 9 页.
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时需求的常态压⼒下不断完善和重构的语⾔.”30

概形论产⽣的另⼀个重要动⼒是层论. 层论是 Leray [87] 在代数拓扑

中引进的⼀个⼯具, ⽤来内蕴地构造拓扑空间的上同调. 层这个概念的原型

来⾃拓扑空间上连续函数的构造. 给定拓扑空间的⼀些开集上的连续函数

族, 在重叠之处相同, 那么通过粘贴的⽅法可以构造这些开集的并集上的唯

⼀的连续函数延拓前述连续函数族中的每⼀个函数. 具有类似的唯⼀粘贴性

质的代数构造叫做拓扑空间上的层. 从这样的观点出发⽤同调代数⽅法可以

直接构造拓扑空间各种系数的上同调, ⽽不需要借助于单纯形分解等外蕴⼯

具. 之后层的概念被 Henri Cartan [30] 应⽤在复解析⼏何上. 他研究了复

解析空间上的模层和理想层, 提出了凝聚层的概念. 1955 年, Serre 发表了

Faisceaux algébriques cohérents ⼀⽂ [115], 将凝聚层的概念应⽤在代数簇

上.
为什么说层论对于概形论来说是关键的语⾔⼯具? 在概形论产⽣之前,

代数⼏何的研究对象主要是代数闭域上的代数簇. 在这样的框架下, Hilbert
零点定理建⽴了代数簇的点与其坐标环的极⼤理想之间的⼀⼀对应关系, 然

⽽在⼀般交换⼳环的情形, 仅⽤极⼤理想构成的拓扑空间来模拟的话会丢失

⼀部分信息. 熟悉微分流形的读者知道, 相同的拓扑空间上可以具有不同的

微分结构, 对应于不同的光滑函数层; 反过来给定⼀个环层空间, 即带⼀个

环层的拓扑空间, 如果这个环层局部同构于欧⽒空间开集上的光滑函数层的

话, 那么它便决定了拓扑空间上的⼀个微分结构. Grothendieck 正是⽤局部

环层空间作为框架来研究代数⼏何. 和经典的连续函数层或解析函数层相

⽐, ⼀般的局部环层可以描述在不同的点处取值在不同的域中的 “函数”, 这

对于概形的构造来说是⾄关重要的.
在 Grothendieck 看来, 数学中的对象和问题应该将看成⼀个整体放在

合适的范畴论框架中去研究. 范畴是和集合类似的⼀种结构, 由⼀些对象组

成, 但范畴⽐集合多⼀层结构：对象之间允许定义⼀些态射. ⽐⽅说交换⼳

环的整体和它们之间的环同态就构成⼀个范畴, 集合和它们之间的映射也构

成⼀个范畴. 范畴之间也有类似于集合映射的概念, 在范畴论中叫做函⼦.
丢番图⽅程就是⼀个例⼦. 给定⼀个带 n 个变量的丢番图⽅程组 F , 对任意

交换⼳环 A, ⽤ F (A) 表⽰⽅程组在 An 中的解集; 如果 f : A → B 是环同

态, 那么 f 诱导从 An 到 Bn 到映射, 将 F (A) 中的元素映成 F (B) 的元素.
这样就定义了⼀个从交换⼳环范畴到集合范畴的函⼦. 通过这样的⽅法可以

30见 [64] §2.9
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将丢番图问题抽象出来: 从交换⼳环范畴到集合范畴的函⼦实际上可以看作

是论域为交换⼳环的数学问题.
Grothendieck 的函⼦化思想和丢番图⽅程的⼏何化有什么关系呢？事

实上, 从交换⼳环的范畴到集合范畴的函⼦也构成⼀个范畴, 态射是函⼦间

的⾃然变换. 从这个函⼦范畴到由⼀些⼏何实体 (⽐如微分流形、解析流

形、局部环层空间和拓扑空间等) 组成的范畴的每⼀个函⼦都决定了论域为

交换⼳环的数学问题的⼀种⼏何实现. 不同的函⼦对应于不同⾓度的⼏何实

现, 这就好⽐摄影师⼿中的相机, 从不同的⾓度去记录这个世界, 得到的影

像千差万别, 可谓 “横看成岭侧成峰, 远近⾼低各不同”. 概形论就是函⼦范

畴在局部环层空间范畴中的⼀种⼏何实现, 对⼀⼤类函⼦ (包括所有丢番图

⽅程决定的函⼦) 来说, 这种⼏何实现是满忠实的, 也就是说这些函⼦间的

⾃然变换⼀⼀对应于相应的局部环层空间的态射. 对于这些函⼦来说, 它们

对应的局部环层空间就好⽐是全息影像, 既不丢失也不增加信息. 另外, 概

形论并⾮是唯⼀的⼏何实现, 纷繁复杂的各种⼏何实现中体现出来的共性可

以在函⼦范畴中找到共同的根源. Grothendieck 提出了⼀整套纲领来重建

代数⼏何的基础, 在 Bures-sur-Yvette 的法国⾼等科学研究所 (IHÉS) 组织

了 Séminaire de géométrie algébrique du Bois Marie 讨论班. 他的学说给代

数⼏何带来了⾰命性的影响, 促成了 Deligne 对 Weil 猜想的证明 [43, 44].
Grothendieck 的思想并⾮真正来⾃于虚空. ⼈类在数学上的许多重⼤突破

都来⾃于研究对象和研究问题的拓展. 研究对象的拓展, 有助于建⽴新的数

学结构; 研究问题的拓展, 有助于将研究问题纳⼊合适的框架进⾏分类. 负

数、分数、⽆理数、复数、Galois 理论、Banach 空间、分布、拟微分算⼦

等等⽆不如此.
丢番图⼏何的另⼀个重要⼯具是⾼度理论. ⾼度这个概念可以追溯到

Cantor [29]. 他将代数数的⾼度 (Höhe) 定义成其整系数极⼩既约多项式系

数绝对值的和加上该极⼩多项式的次数减 1, 并⽤⾼度函数将代数数按复杂

度排列来证明代数数集是可数集. ⼆⼗世纪初 Borel [14] 对有理数组定义了

⾼度的概念. 但⾼度函数真正⽤于丢番图⼏何的研究却是始于⼆⼗世纪中

叶 Northcott [99, 100] 和 Weil [127] 的⼯作. 他们对于有理数域上射影空间

的代数点定义了⾼度函数, 这样可以将许多丢番图问题转化成⾼度估计的问

题.
概形论在代数⼏何中奠定基础地位的同时, 丢番图问题的⼏何理论也⾃

然地开始成形和发展. Lang 在 [84] 的前⾔中说: “对于代数⼏何来说丢番图
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问题是审美上最具有吸引⼒的部分. 它旨在提出代数⽅程组在环或域中有解
的或者解的多少的判据. 丢番图问题感兴趣的基本环是整数环 Z, 基本域是
有理数域 Q. ⼈们很快发现, 要获得研究⼀般的问题所需要的技术自由度,
就必须考虑整数环或有理数域上的有限⽣成代数或有限扩张. 另外还需要考
虑有限域, p-进数域 (包括实数域和复数域), 用来表示问题的局部化.” 概形

论为丢番图⼏何提供了合适的框架, 使得⼏何⽅法和思想真正可以应⽤于丢

番图⽅程算术性质的研究.
回到 Weil 刻画的算术⼏何图景, 代数曲线和代数数域应该是同⼀个⼏

何理论不同⾓度的体现. 特别地, 代数曲线上的闭点对应于代数数域的绝对

值. ⽤概形论的语⾔来讲, 代数曲线对应于代数整数环的素谱, 因此算术⼏

何应该类似于相对于代数曲线的代数⼏何. 这个解释有⼀个缺陷: 代数整数

环的极⼤理想只能代表代数数域的⾮阿基⽶德绝对值, 也就是说代数整数环

的素谱对应于仿射曲线, ⽽在概形范畴中没有合适的算术对象对应于射影曲

线. 然⽽代数数域上的乘积公式说明了阿基⽶德绝对值在数域与函数域的

类⽐中起到重要的作⽤. ⼆⼗世纪七⼗年代, Arakelov [4, 5] 提出⽤复解析

流形来 “紧化” 概形, 并在算术曲⾯上建⽴了算术相交理论, 和射影代数曲⾯

上的相交理论类似. 其后 Gillet 和 Soulé [58] 将算术相交理论推⼴到⼀般

维数的算术射影簇之上. ⾃此 Weil 的算术与⼏何的统⼀纲领迈出了坚实的

⼀步. 利⽤算术相交理论, Faltings [49] 将⾼度的概念推⼴到算术射影簇⼦

簇的情形, 同时 Philippon [106] ⽤周形式 (Chow form) 的⽅法提出了算术

射影簇⼦簇⾼度的⼀个等价构造. 之后 Arakelov 理论成为了 Faltings 证明

Mordell 猜想的重要⼯具.
经过半个世纪的发展, 算术⼏何成为了枝繁叶茂的数学领域, 取得了令

⼈瞩⽬的成就. 篇幅所限, 不能在前⾔中详细讲述这个领域的历史, 但希望

可以让读者对其起源有⼀个初步的了解. 算术⼏何的特点决定了其与数学

其它领域的紧密联系, 这个年轻⽽充满活⼒的领域期待着各领域的数学⼯作

者去合作探索. 以下各章中将阐述 Arakelov ⼏何的背景、语⾔和基础⼯具,
并结合作者的研究成果介绍凸⼏何在 Arakelov ⼏何中的应⽤. 第⼆章讲述

连通紧黎曼曲⾯的代数性质. 通过这些代数性质读者可以了解 Dedekind 和

Weber ⽤数论⽅法研究黎曼曲⾯的动机. 第三章在有理函数域的框架下引

⼊ Arakelov ⼏何的⼀些基础构造和⽅法, 以及 Riemann-Roch 定理的数论

解释. 第四章讨论域扩张的算术, 对于⾮阿基⽶德绝对值采取了与经典分析

类似的 Banach 空间微分学的处理⽅法. 第五章介绍代数数域上的向量丛并
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从博弈论的⾓度讲述向量丛的 Harder-Narasimhan 理论. 第六章阐述算术

射影簇的⼏何以及 Arakelov ⾼度. 第七章解释凸分析与代数⼏何和算术⼏

何的联系. 最后, 在第⼋章中介绍随机耦合与测度传输在算术⼏何中的两个

应⽤.
本讲义是在中国科学院数学所讲座 “丢番图问题、算术⼏何和凸⼏何”

讲稿的基础上编写的. 数学所讲座⾯向的是各个不同数学⽅向的研究⽣, 我

所讲述的内容又涉及到算术⼏何与凸⼏何、随机耦合和最优传输等学科的

交叉, 因此在篇幅允许的范围内, 写作中⼒求做到详细⽽精炼地介绍所⽤到

的⼤学本科数学基础知识之外的概念和结果, 与经典教科书处理⽅法不同的

地⽅适当地介绍了⼀些细节. 前五章的内容只假定读者具有⼤学数学本科

知识背景. 后三章的部分内容要求读者了解概形理论的基本概念. 为⽅便⾮

基础数学专业的读者, 讲义中⽤到的交换代数和域扩张论的知识放在附录之

中. 希望可以促进不同学科研究⽣之间的相互了解与合作. ⾮常感谢讲座组

织者的邀请, 以及讲座系列丛书的编委对我的写作⼯作的理解与⽀持. 另外,
我之前指导和正在指导的部分博⼠和硕⼠研究⽣校阅了讲义的初稿, 在此⼀

并向他们致谢.

2 紧黎曼曲面的代数性质

算术⼏何起源于连通紧黎曼曲⾯整体不变量研究的数论化. 黎曼曲⾯是

微分⼏何和复解析⼏何中重要的研究对象. 从复解析⼏何的⾓度来看, 黎曼

曲⾯指的是⼀维复解析流形. 如果不考虑黎曼曲⾯的复解析结构⽽只考虑微

分结构, 那么黎曼曲⾯是实⼆维微分流形, 这也正是 “曲⾯” ⼀词的由来. 黎

曼曲⾯和⼀般的实⼆维微分流形最本质的区别在于其全纯结构. 最简单的黎

曼曲⾯是复平⾯ C 中的开集. 从拓扑学或实分析的⾓度来讲, 这和 Euclid
空间 R2 中的开集并没有本质区别; 然⽽从复分析的⾓度来看, 复平⾯中开

集上的全纯函数环与光滑函数环具有⾮常不同的性质. ⽐⽅说, 全纯函数在

连通开集上的解析延拓具有唯⼀性, ⽽光滑函数单位分解定理则说明了光滑

函数的延拓具有相当的任意性. 所以复解析流形和微分流形区别的关键就

在于研究的函数空间不同. 本章将简介黎曼曲⾯的定义及其⼀些代数性质,
为后⽂中函数域与数域的算术理论的介绍作铺垫. 对黎曼曲⾯论感兴趣的

读者可以参考以下著作. ⾸先是 Guenot 和 Narasimhan 的⽂章 [65], 在微

分⼏何和复分析的框架下⽤浅显易懂的语⾔来阐述黎曼曲⾯论的⼀些深刻
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结果, ⽐如 Riemann-Roch 定理和 Behnke-Stein 定理 (开黎曼曲⾯是 Stein
流形). Riemann 曲⾯论更系统的介绍可以参考 Jost 的教材 [72], 从多个⾓

度 (代数拓扑, 黎曼⼏何, 椭圆微分⽅程, 泛函分析等等) 系统介绍了黎曼曲

⾯论研究的各种⽅法和⼀些重要结论, ⽐如单值化定理, Teichmüller 定理,
Riemann-Roch 定理等等. Riemann 曲⾯的代数⽅法可以参考 Miranda [93]
的著作.

2.1 全纯函数芽

若 U 是复平⾯ C 的⾮空开⼦集, ⽤ O(U) 表⽰ U 上的全纯函数组成

的集合. 在函数的加法和乘法运算下 O(U) 构成⼀个交换⼳环. 另外, 从 C
到 O(U) 将 w ∈ C 映为恒取值 w 的全纯函数的映射是环同态, 从⽽赋予了

O(U) ⼀个 C-代数结构.
对任意 z0 ∈ C, 令 Oz0 为 z0 处的全纯函数芽组成的集合. 更具体地讲,

在⽆交并集 ⨿
z0 的开邻域 U

O(U)

上考虑等价关系 ∼, 使得 (f ∈ O(U)) ∼ (g ∈ O(V )) 当且仅当存在 z0 的开

邻域 W 满⾜ W ⊂ U ∩ V 且 f |W = g|W , 那么 Oz0 便定义为商集⨿
z0 的开邻域 U

O(U)

/
∼ .

如果 U 是 z0 的开邻域且 f 是 U 上的全纯函数, ⽤ fz0 来表⽰ f 在 Oz0 中

的等价类.
全纯函数环 O(U) (U 取遍 z0 的开邻域) 上的 C-代数结构⾃然地诱导

了 Oz0 上的 C-代数结构. 对任意 z0 的开邻域 U , 从 O(U) 到 Oz0 的将全纯

函数 f ∈ O(U) 映为其等价类 fz0 的映射是 C-代数同态. 解析延拓的唯⼀

性说明, 如果 U 是 z0 的连通开邻域, 那么这个同态是单同态. 特别地, 从⼀

元多项式代数 C[T ] 到 Oz0 将 P ∈ C[T ] 映为全纯函数

(z ∈ C) −→ P (z − z0)

在 Oz0 中等价类的映射是 C-代数的单同态. 另外, 全纯函数在 z0 点的幂级

数展开定义了从 Oz0 到形式幂级数环 C[[T ]] 的 C-代数单同态, 将全纯函数

f(z) = a0 + a1(z − z0) + · · ·+ an(z − z0)
n + · · ·
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的等价类映为形式幂级数

a0 + a1T + · · ·+ anT
n + · · · .

从⽽全纯函数芽环 Oz0 是整环.

2.2 全纯函数芽的赋值

上节中介绍了全纯函数芽环的概念. 如果考虑复平⾯开集上的其他函

数, ⽐如连续函数, 光滑函数等, 也可以类似地考虑连续函数芽, 光滑函数

芽等等. 但全纯函数芽环的特殊之处在于, 全纯函数零点的阶数定义了全

纯函数芽环上的离散赋值. 事实上, 若 z0 ∈ C, 从全纯函数芽环 Oz0 到

C 有⾃然的 C-代数满同态 evz0 , 将全纯函数 f 的等价类映为 f(z0), 从⽽

mz0 = Ker(evz0) 是 Oz0 的⼀个极⼤理想. 如果 f 是 z0 的某个开邻域上的

全纯函数, 在 z0 点处的值⾮零, 那么 f 在 Oz0 中的等价类可逆, 这说明了

mz0 是 Oz0 唯⼀的极⼤理想, 也就是说 Oz0 是局部环. 另外, 如果 f 是 z0 的

某个开邻域上的全纯函数, 使得 f(z0) = 0, 那么 f 的形式幂级数展开形如

f(z) = a1(z − z0) + · · ·+ an(z − z0)
n + · · · .

这说明 f 可以写成 f(z) = (z − z0)g(z) 的形式, 其中 g 是 z0 的某个开邻域

上的全纯函数. 从⽽ mz0 是主理想, 其⼀个⽣成元是多项式函数 z 7→ (z−z0)
的等价类. 所以 Oz0 是离散赋值环31.

设 z0 为复平⾯ C 的元素. 令 Mz0 为 Oz0 的分式域并⽤

ordz0 : Mz0 −→ Z ∪ {+∞}
α 7−→ sup{n ∈ Z | α ∈ ϖn

z0
Oz0}

来表⽰ Oz0 所对应的离散赋值, 其中 ϖz0 是主理想 mz0 的⼀个⽣成元. 赋

值的基本性质说明, 对任意 Mz0 中的两个元素 α 和 β 有

ordz0(αβ) = ordz0(α) + ordz0(β),
ordz0(α+ β) ⩾ min{ordz0(α), ordz0(β)}.

若 f 是定义在 z0 的某个开邻域上的全纯函数, ⽤ ordz0(f) 来简记

ordz0(fz0)并称之为 f 在 z0 处的阶. 注意到 ordz0(f)总取⾮负值, ordz0(f) ⩾
1 当且仅当 f(z0) = 0, ⽽ ordz0(f) = +∞ 当且仅当 f 在 z0 的某个开邻域

中恒取零值.
31见 [24] Chapitre VI, §3, no.6, Proposition 9 或 [92, Theorem 11.1].
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2.3 局部环层空间

复平⾯的开集及其上的全纯函数实际上构成了⼀个所谓局部环层空间

的结构. 设 X 为拓扑空间. 如果对任意 X 的开⼦集 U 给定⼀个交换⼳环

OX(U), 并对 X 的任意⼀对满⾜包含关系 U ⊃ V 的开⼦集 U 和 V 指定⼀

个⼳环同态 (称为限制同态)

RU,V : OX(U) −→ OX(V ),

使得 RV,W ◦ RU,V = RU,W 对于任意满⾜关系 U ⊃ V ⊃ W 的 X 的开⼦集

U , V 和 W 成⽴, 那么称 OX 为 X 上的环预层. 倘若 U 和 V 是 X 的开

集, 使得 U ⊃ V , 且 s 是 OX(U) 中的元素, 那么 s 在映射 RU,V 下的像⼀般

简记成 s|V . 给定 X 上的环预层, 如果对于任意 X 中的开集 U 以及 U 的

任意开覆盖 (Uℓ)ℓ∈I , 映射

OX(U) −→
{
(sℓ)ℓ∈I ∈

∏
ℓ∈I

OX(Uℓ)

∣∣∣∣∀ (j, k) ∈ I2, sj |Uj∩Uk = sk|Uj∩Uk
}
,

s 7→ (s|Uℓ)ℓ∈I 是双射 (该条件称为粘贴性质), 则称 OX 为 X 上的环层, 并称

(X,OX) 为环层空间. 注意到空集 ∅ 也是 X 的开⼦集, 约定 OX(∅) 为零

环, 也就是说只含有⼀个元素的环. 熟悉范畴论的读者知道, 零环是交换⼳

环范畴的终对象, 也就是说从任意⼀个交换⼳环到零环有唯⼀的⼳环同态.

例 2.3.1. 不难看出, 复平⾯开⼦集上的全纯函数环便构成⼀个环层结构, 从
⽽可以将复平⾯的开⼦集看作是环层空间. 更⼀般地, Euclid 空间开⼦集上

各式各样的函数环, ⽐如连续函数环, 可微函数环等等, 也构成⼀些环层结

构, 这些环层蕴含了拓扑空间的⼏何信息.

给定⼀个环层空间 (X,OX), 环层 OX 具有类似于全纯函数芽环的构

造, 对任意 x ∈ X 可定义⼀个交换⼳环

OX,x :=
⨿

x 的开邻域 U

O(U)

/
∼,

其中 ∼ 是上式中⽆交并集合上的等价关系, 使得

(a ∈ O(U)) ∼ (b ∈ O(V ))

当且仅当存在 x 的开邻域 W 满⾜ W ⊂ U ∩ V 且 a|W = b|W . 如果对于

任意 x ∈ X, OX,x 都是局部环, 也就是说 OX,x 具有唯⼀的极⼤理想, 就说
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(X,OX) 是局部环层空间. 复平⾯的开集 X 及其上的全纯函数环层便构成

⼀个局部环层空间, 称为 X 决定的局部环层空间.
设 (X,OX) 为局部环层空间. 对任意 x ∈ X, ⽤ mX,x 表⽰ OX,x 的极⼤

理想, κ(x) = OX,x/mX,x 表⽰其剩余类域. 设 U 为 X 的开集, s ∈ OX(U),
对任意 x ∈ X, ⽤ sx 表⽰ s 在局部环 OX,x 中的像, ⽤ s(x) ∈ κ(x) 表⽰ sx

模 mX,x 的剩余类. 这样便可以将 s 看作定义在 U 上并取值在各个剩余类

域中的 “函数”.

注 2.3.2. 在复平⾯的情形, 每个点处全纯函数芽环的剩余类域都等于复数

域 C. 相应地, 全纯函数都是复值函数. 在代数⼏何或⾮阿基⽶德赋值域的

解析⼏何中, 仅⽤取值在同⼀个域中的函数难以刻画所研究的对象的全部⼏

何性质, 因此局部环层空间的概念是这些⼏何对象研究中的必要⼯具.

给定两个环层空间 (X,OX) 和 (Y,OY ), 所谓从 (X,OX) 到 (Y,OY ) 的

态射, 是指如下结构:

(1) 拓扑空间 X 和 Y 之间的连续映射 f : X → Y ,

(2) 对任意 Y 的开⼦集 U , 从 OY (U) 到 OX(f
−1(U)) 的⼳环同态 f ♯U , 使

得对于任意满⾜ U ⊃ V 的 Y 的开⼦集 U 和 V 有

∀ s ∈ OY (U), f ♯U (s)|f−1(V ) = f ♯V (s|V ),

也就是说使得下列图表交换.

OY (U)
f♯U //

RU,V

��

OX(f
−1(U))

Rf−1(U),f−1(V )

��
OY (V )

f♯V

// OX(f
−1(V ))

注 2.3.3. 在描述环层空间的时候, 通常⽤代表拓扑空间部分的符号来简记

整个环层空间, 需要标记结构环层的时候往往⽤符号 O 加上代表拓扑空间

部分的符号作为下标来表⽰. 在描述环层空间的态射时, 通常⽤代表拓扑空

间连续映射部分的符号来简记态射的整个结构. ⽐⽅说上述环层空间的态射

简记为 f : X → Y .

设 f : X → Y 为环层空间的态射. 如果 f 作为拓扑空间之间的映射是

同胚, ⽽且对任意 Y 的开⼦集 U , 环同态 f ♯U 都是同构, 就说 f 是环层空间
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的同构态射. 如果环层空间 X 和 Y 之间存在⼀个同构态射, 就说它们同构.
给定⼀个环层空间 S, 如果 f : X → S 是环层空间的态射, 就说 (X, f) 是S

上的环层空间. 当关于态射 f 没有歧义的时候也可以简单地说 X 是 S 上的

环层空间并将 f 称为 X 的结构态射. 如果 (X, f) 和 (Y, g) 是 S 上的环层

空间, 所谓从 X 到 Y 的 S-态射, 是指使得图表

X
φ //

f ��@
@@

@@
@@

@ Y

g
����
��
��
��

S

交换 (也就是说, 使得 g ◦ φ = f) 的环层空间态射 φ : X → Y .
设 f : X → Y 为环层空间的态射, 对任意 x ∈ X, 环同态族

f ♯U : OY (U) −→ OX(f
−1(U)), U 为 f(x) 的开邻域

诱导了从 OY,f(x) 到 OX,x 的环同态, 记作 f ♯x. 依定义, f ♯x 将 s ∈ OY (U) 在

OY,f(x) 中的等价类映为 f ♯U (s) ∈ OX(f
−1(U)) 在 OX,x 中的等价类. 如果 X

和 Y 都是局部环层空间, ⽽且对任意 x ∈ X 有

f ♯x(mY,f(x)) ⊂ mX,x,

就说 f 是局部环层空间的态射. 注意到此时 f ♯x 诱导了剩余类域的同态

κ(f(x)) −→ κ(x),

记作 f ♯(x).

例 2.3.4. ⼀类常见的环层空间由单点集和⼀个域 k 构成, 记作 Spec k. 作

为拓扑空间来说这样的局部环层空间之间并没有区别, 它们是由其环层结构

来区分的:
OSpec k(Spec k) = k.

设 X 为环层空间, 从 X 到 Spec k 的态射相当于指定从 k 到 OX(X) 的⼀

个环同态, 也就是说指定 OX(X) 上的⼀个 k-代数结构. 此时对于每个 X 的

开⼦集 U , 复合环同态

k // OX(X)
RX,U // OX(U)

确定了 OX(U) 上的⼀个 k-代数结构. 所有的限制同态

RU,V : OX(U) −→ OX(V ), 其中 U 和 V 是 X 的开⼦集, U ⊃ V ,



2 紧黎曼曲面的代数性质 20

都是 k-代数同态. 由于 k 是⼀个域, 如果 X 是局部环层空间, 那么所有从

X 到 Spec k 的环层空间态射都是局部环层空间态射. 特别地, 若 X 是复平

⾯的开⼦集, 那么从 X 决定的局部环层空间到 SpecC 有⾃然的态射.

注 2.3.5. 设 X 和 Y 为复平⾯的开⼦集决定的局部环层空间, f : X → Y

为局部环层空间的 SpecC-态射. 倘若 U 是 Y 的开⼦集, s ∈ OY (U), 那么

∀ z ∈ f−1(U), f ♯U (s)(z) = s(f(z)). (2.1)

这说明了这个局部环层空间的 SpecC-态射是被其拓扑空间连续映射的部分

所决定的. 当然并⾮所有的连续映射都能决定从 X 到 Y 的局部环层空间

SpecC-态射. 事实上, 连续映射 f : X → Y 决定了局部环层空间的⼀个

SpecC-态射当且仅当它是全纯函数.

2.4 黎曼曲面

所谓黎曼曲面, 是指局部同构于复平⾯开集的 SpecC 上的局部环层空

间. 换句话说, 黎曼曲⾯是⼀个 SpecC 上的局部环层空间 X, 使得对任意

x ∈ X 都存在 x 的⼀个开邻域 U , 作为 SpecC 上的局部环层空间与复平⾯

的某个开⼦集同构. 如果 X 和 Y 是两个黎曼曲⾯, 从 X 到 Y 的局部环层

空间 SpecC-态射称为从 X 到 Y 的全纯映射. 如果两个黎曼曲⾯之间的某

个全纯映射是 SpecC 上局部环层空间的同构, 则说它是双全纯映射.
设 X 为黎曼曲⾯, U 为 X 的开⼦集, OX(U) 通常简记为 O(U), 其中

的元素称为 U 上的全纯函数. 类似地, 若 x ∈ X, 那么 OX,x 通常简记为 Ox.
由于黎曼曲⾯局部同构于复平⾯的开集, 由 §2.2 知 Ox 是离散赋值环. 我们

⽤ mx 来表⽰ Ox 唯⼀的极⼤理想并⽤ ϖx 来表⽰主理想 mx 的⼀个⽣成元.
令 Mx 为离散赋值环 Ox 的分式域并⽤ ordx : Mx → Z∪ {+∞} 来表⽰ Ox

对应的离散赋值, 也就是说

∀α ∈ Mx, ordx(α) = sup{n ∈ Z | α ∈ ϖn
xOx}.

如果 f : X → Y 是两个黎曼曲⾯之间的全纯映射, x ∈ X, y = f(x), 那
么 C-代数同态

f ♯x : Oy −→ Ox

满⾜关系 f ♯x(my) ⊂ mx (依定义全纯映射是局部环层空间态射). 令

multx(f) := ordx(f ♯x(ϖy)),
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称为 f 在 x 点的分歧重数. 特别地, 当 Y 是复平⾯的开集时, 由 (2.1) 知对

任意 x ∈ X 有

multx(f) = ordx(f − f(x)). (2.2)

注 2.4.1. 与复平⾯开⼦集的情形类似, 全纯映射作为局部环层空间的态射

是由其拓扑空间连续映射的部分所决定的. 特别地, 从黎曼曲⾯ X 到复平⾯

C 的全纯映射集与 O(X) 之间有⾃然的⼀⼀对应, 将全纯映射 f : X → C
对应于 f ♯X(IdC) ∈ O(X). 正因如此, 我们将 O(X) 中的元素称为 X 上的全

纯函数.
通常的教科书⾥, 黎曼曲⾯是定义为⼀种复解析流形的. 注意到 x 的开

邻域和复平⾯的开⼦集之间的环层空间同构实际上定义了 x 附近的⼀个坐

标卡. 坐标变换的全纯性由复平⾯开⼦集的局部环层空间的 SpecC-态射的

全纯性来保证.

复平⾯的连通开⼦集上定义的⾮零函数, 其零点的集合是复平⾯的离散

⼦集. 以下命题是这个结论在黎曼曲⾯论中的版本.

命题 2.4.2. 设 X 和 Y 为黎曼曲面, f 和 g 为从 X 到 Y 的全纯映射. 假设
X 是连通的. 那么集合 {x ∈ X | f(x) = g(x)} 要么是离散集合, 要么等于整
个 X.

证明: 如果 x 是该集合的聚点, 取 x 和 f(x) 适当的连通开邻域并将之等

同于复平⾯的连通开集, 由⾮零单复变函数零点的离散性知 f 和 g 在 x 的

某个开邻域上相等. 这说明了集合

{x ∈ X | f 和 g 在 x 的某个开邻域上相等}

是 X 的闭⼦集, ⽽按定义它又是开集. 所以它要么是空集, 要么等于 X.
如果这个集合等于 X, 那么 {x ∈ X | f(x) = g(x)} 也等于 X; 否则集合

{x ∈ X | f(x) = g(x)} 没有聚点, 也就是说它是离散集合.

设 X 和 Y 为黎曼曲⾯, f : X → Y 为全纯映射, x ∈ X. 从上述命题可

以推出, multx(f) = +∞ 当且仅当 f 在 x 的某个邻域上取常值, 或等价地,
f 在 x 所在的连通分⽀上取常值. 当 multx(f) < +∞ 时, f ♯x : Of(x) → Ox

是单射. 事实上, 不妨假设 X 和 Y 都是复平⾯的开集. 若 g 是定义在 f(x)

的某开邻域 U 上的全纯函数, 使得 g 在 Of(x) 中的等价类⾮零, 那么函数 g

可以写成

g(z) = g0(z)(z − f(x))n
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的形式, 其中 g0 是使得 g0(f(x)) ̸= 0 的全纯函数. 从⽽

ordx(f ♯U (g)) = ordx(f ♯U (g0)) + n ordx(f − f(x)) = nmultx(f) ̸= +∞,

也就是说 f ♯x(g) 是 Ox 中的⾮零元. 上述推理说明了, 当 f 在 x 所在的连通

分⽀上不是常值映射时, f ♯x 诱导了分式域的同态

Mf(x) −→ Mx.

我们仍将它记为 f ♯x. 另外, 全纯映射 f 在 x 的附近构成⼀个 multx(f) 叶的

分歧覆叠映射.

定理 2.4.3. 设 f : X → Y 是黎曼曲面之间的全纯映射, x ∈ X. 假设
multx(f) < +∞. 那么存在 x 的开邻域 U , f(x) 的开邻域 U ′, 0 ∈ C 的
两个开邻域 V 和 V ′, 以及双全纯映射 φ : U → V 和 ψ : U ′ → V ′ 使得

φ(x) = ψ(f(x)) = 0 且

∀ z ∈ V, ψ(f(φ−1(z))) = zm ∈ V ′,

其中 m 是 f 在 x 点的分歧重数.

证明: 不妨假设 X 是 C 中的单位开球

D = {z ∈ C | |z| < 1},

x = 0, Y 是 0 在 C 中的开邻域, 且 f(0) = 0. 这样便存在正整数 m 以及 D

上的全纯函数 g, 使得 g(0) ̸= 0 且

∀ z ∈ D, f(z) = zmg(z).

注意到 ordx(f) = m, 从⽽由公式 (2.2) 知 m 等于 f 在 x 处的分歧重数. 由

于 g(0) ̸= 0, 存在 r ∈ ]0, 1[ 以及 Dr = {z ∈ C | |z| < r} 上的全纯函数 h, 使
得

∀ z ∈ Dr, g(z) = h(z)m.

令 φ : Dr → C, φ(z) := zh(z), 这样便有 f(z) = φ(z)m. ⽽

φ′(z) = zh′(z) + h(z).

所以 φ′(0) = h(0) ̸= 0. 由反函数定理知道 φ 是局部双全纯映射. 在合适的

开邻域上等式

f(φ−1(z)) = zm

成⽴.
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注 2.4.4. 由于分歧覆叠映射是开映射, 从定理 2.4.3 可以推出, 如果 f :

X → Y 是从连通黎曼曲⾯ X 到黎曼曲⾯ Y 的⾮常值全纯映射, 那么 f 是

开映射, 也就是说 X 的开⼦集在 f 下的像是开集. 另外, 如果 f 是单映射,
那么 f 是从 X 到 f(X) 的双全纯映射; 如果 X 是紧的且 Y 是连通的, 那么

Y 也是紧的, 并且 f 是满射. 将这些拓扑性质应⽤于 Y = C 的情形便得到

黎曼曲⾯上全纯函数的最大值原理. 设 f : X → C 是某连通黎曼曲⾯ X 上

的全纯函数. 如果 f 不是常值函数, 那么 |f | 在 X 上不能取到最⼤值. 事实

上, 假设 |f | 在 x ∈ X 处取最⼤值, 那么 f(X) 包含在闭球

{z ∈ C | |z| ⩽ |f(x)|}

之中, 并含有该闭球边界上的⼀个点. 然⽽ f(X) 又是 C 的开集, ⽭盾. 从

最⼤值原理推出, 如果 X 是连通紧黎曼曲⾯, 那么 f 只能是常值函数.

例 2.4.5. 连通紧黎曼曲⾯的⼀个基本的例⼦是黎曼球⾯ P1(C). 作为拓扑

空间, 黎曼球⾯可以⽤两个复平⾯的粘贴来构造. 更确切地说, P1(C) 等于

C2 的⼦集

(C× {1}) ∪ ({1} × C)

模去使得

∀ z ∈ C×, (z, 1) ∼ (1, z−1)

的最⼩的等价关系 ∼. 由于映射 C× → C×, z 7→ z−1 是双全纯映射, 将两

个复平⾯决定的局部环层空间粘贴起来便得到⼀个黎曼曲⾯. 另⼀个等价的

观点是将 P1(C) 看成 C2 \ {(0, 0)} 模去 C× 的作⽤⽽得到的商集, 通常将

(z, w) ∈ C2 \ {(0, 0)} 的等价类记作 (z : w). 特别地, 我们将形如 (z : 1) 的

点看作复平⾯上的点 z, ⽽将 (1 : 0) 记作 ∞. 这样也可以将黎曼球⾯等同于

C ∪ {∞}, 也就是复平⾯的单点紧化.
考虑从 R3 的单位球⾯

S2 = {(a, b, c) ∈ R3 | a2 + b2 + c2 = 1}

到 P1(C) 映射, 将 (a, b, c) ∈ S2 映为( a

1− c
+ i

b

1− c
: 1
)

若 c ̸= 1,

映为 (
1 :

a

1 + c
− i

b

1 + c

)
若 c ̸= −1.
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注意到当 c /∈ {−1, 1} 时有( a

1− c
+ i

b

1− c

)( a

1 + c
− i

b

1 + c

)
=
a2 + b2

1− c2
= 1.

可以验证这个映射 S2 → P1(C) 是同胚. 正因如此, P1(C) 称作黎曼球⾯.

命题 2.4.6. 设 X 为连通紧黎曼曲面, f : X → Y 为从 X 到某黎曼曲面的

非常值全纯映射. 对任意 y ∈ f(X), f−1({y}) 是有限集, 并且

dy(f) :=
∑

x∈f−1({y})

multx(f)

的值与 y ∈ f(X) 的选择⽆关.

证明: 由定理 2.4.2 知, f−1({y}) 是紧集 X 的离散⼦集, 从⽽是有限集. 由

于 X 是连通紧黎曼曲⾯, f(X) 是 Y 的连通分⽀. 为证明 dy(f) 与 y ∈ f(X)

的选择⽆关, 只需验证 y 7→ dy(f) 是局部常值函数. 不妨设 Y 是 C 的开

⼦集且 y = 0. 设 f−1({y}) = {x1, . . . , xn}. 对任意 j ∈ {1, . . . , n} 令

mj = multxj (f). 由定理 2.4.3 知存在 r > 0 以及从

Dr = {z ∈ C | |z| < r}

到 X 的全纯映射 φj , 满⾜以下条件:

(1) φj 是从 Dr 到 φj(Dr) 的双全纯映射,

(2) φj(0) = xj ,

(3) f(φj(z)) = zmj

(4) φ1(Dr), . . . , φn(Dr) 两两不交.

由于 X 是紧集, 知

f

(
X \

n∪
j=1

φj(Dr)

)
是 Y 的不包含 y 的闭⼦集. 从⽽存在 y 在 Y 中的邻域 V , 使得

f−1(V ) ⊂
n∪
j=1

φj(Dr).
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注意到 z 7→ zmj 在 Dr \ {0} 上是局部双全纯映射, 这说明了对任意 x ∈
φj(Dr) \ {xj} 有 multx(f) = 1. 对任意 y′ ∈ V \ {y} 有

f−1(y′) =

n∪
j=1

{φj(zj), φj(zje(2πi/mj)), . . . , φj(zje(2π(mj−1)i/mj))},

其中 zj 是 φj(Dr) 中任意⼀个使得 f(zj) = y′ 的元素. 从⽽

dy′(f) =
n∑
j=1

mj−1∑
ℓ=0

1 =
n∑
j=1

mj = dy(f).

注 2.4.7. 上述命题的证明说明了集合

{x ∈ X | multx(f) > 1}

是离散集合, 从⽽是 x 的有限⼦集.

定义 2.4.8. 设 X 为连通紧黎曼曲⾯, f : X → Y 为从 X 到某黎曼曲⾯的

⾮常值全纯映射. ⽤ deg(f) 来表⽰ dy(f), 其中 y 是 f(X) 中任⼀元素. 注

意到 f 是从 X 到 f(X) 的双全纯映射当且仅当 deg(f) = 1.

命题 2.4.9. 设 X 是连通紧黎曼曲面, f : X → Y 是从 X 到某黎曼曲面的

非常值全纯映射, x ∈ X, y = f(x) 且 m = multx(f). 那么 f ♯x : Oy → Ox

定义了 Ox 上⼀个有限 Oy-代数结构, 并且 Ox 作为 Oy-模是秩为 m 的自由

模. 另外, Mx 是My 的有限扩张, 并且 [Mx : My] = m.

证明: 由定理 2.4.3, 不妨假设 X 和 Y 都是复平⾯的开⼦集, x = y = 0, 且
f(z) = zm. 令 ϖ 表⽰函数 IdX 在 Ox 中的等价类. 设 φ 是 0 的邻域上的

全纯函数, 其幂级数展开形如

φ(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n + · · · .

对任意 j ∈ {0, . . . ,m}, 令

φj(z) = aj + am+jz + · · ·+ anm+jz
n + · · · .

这决定了 0 的某邻域上的全纯函数. 注意到

φ(z) =
m−1∑
j=0

φj(z
m)zj .
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这说明了

φx =
m−1∑
j=0

f ♯x(φj,x)ϖ
j .

从⽽ Ox 作为 Oy-模是由 (ϖj)m−1
j=0 ⽣成的. 另外, 如果 (ψj)

m−1
j=0 是⼀族 0 的

邻域上的全纯函数, 使得

m−1∑
j=0

ψj(z
m)zj = 0.

在 0 点处形式幂级数展开后便得到 ψj 在 0 的某邻域上恒取零值. 所以 Ox

是⾃由 Oy-模, (ϖj)m−1
j=0 是其⼀组基.

作为 My-代数, My ⊗Oy Ox 等同于 Ox 对于乘法⼦⼳半群 f ♯x(Oy \ {0})
的局部化, 所以可以将它看作 Mx 的⼦环. 另外, 由于 Ox 是秩为 m 的⾃由

Oy-模, My ⊗Oy Ox 是维数为 m 的 My-线性空间. 对任意 My ⊗Oy Ox 中的

⾮零元 φ, My-线性映射

My ⊗Oy Ox −→ My ⊗Oy Ox,

ψ 7−→ φψ

是单射 (因为 My ⊗Oy Ox 是整环), 所以是双射 (因为 My ⊗Oy Ox 是有

限维 My-线性空间). 这说明 My ⊗Oy Ox 是⼀个域, 从⽽等于 Mx. 因此

[Mx : My] = m.

2.5 亚纯函数

设 X 为黎曼曲⾯, 所谓 X 上的亚纯函数, 是指从 X 到黎曼球⾯ P1(C)
在 X 的每个连通分⽀上均不恒取 ∞ 为其值的全纯映射. ⽤ M (X) 表⽰ X

上所有亚纯函数构成的集合. 若 f 是 X 上的亚纯函数, f−1({0}) 中的元素

称为 f 的零点, f−1({∞}) 中的元素称为 f 的极点.

注 2.5.1. 注意到从 P1(C) 到⾃⾝有⼀个对合的全纯映射 τ , 将 (z : w) 映为

(w : z). 如果 f 是 X 上的亚纯函数, 在每个连通分⽀上均不恒以 0 为其值,
那么 τ ◦ f 也是 X 上的亚纯函数.

设 f : X → P1(C) 为 X 上的亚纯函数, x ∈ X. 如果 f(x) ̸= ∞, 那么

f 在 x 的某个开邻域上是全纯函数, 此时⽤ fx 来表⽰ f 在 Ox 中的像; 如

果 f(x) = ∞, 那么 τ ◦ f 是在 x 所在的连通分⽀上定义的全纯函数, 并且在
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Ox 中的像⾮零, 此时便⽤ fx 来表⽰

1

(τ ◦ f)x
∈ Mx,

其中 Mx 是 Ox 的分式域. 这样便构造了⼀个从 M (X) 到 Mx 的映射. 我

们⽤ ordx(f) 来简记 ordx(fx). 注意到 ordx(f) > 0 当且仅当 f(x) = 0,
ordx(f) < 0 当且仅当 f(x) = ∞, ordx(f) = +∞ 当且仅当 f 在 x 的连通分

⽀上恒取零值. 另外, 如果 x 不是 f 的极点, 那么

multx(f) = ordx(f − f(x)),

如果 x 是 f 的极点, 那么

multx(f) = − ordx(f).

若 f 和 g 为 X 上的两个亚纯函数, 对任意 x ∈ X, 可以在分式域中计算

fx+gx. 如果计算的结果在赋值环 Ox 中, 就⽤ (f+g)(x) 表⽰ fx+gx 在 C 中

的剩余类; 否则便令 (f + g)(x) = ∞. 这样就得到从 X 到 P1(C) 的映射. 不

难验证这个映射是 X 上的亚纯函数, 且对任意 x ∈ X 有 (f + g)x = fx+ gx.
类似地可以定义 X 上的亚纯函数 fg, 使得

∀x ∈ X, (fg)x = fxgx.

这样便在 M (X) 上定义了⼀个交换⼳环的结构. 如果 X 是连通的, 那么 X

上任何不恒取零值的亚纯函数 f 在环 M (X) 中可逆, 其逆元就是 τ ◦ f . 所

以在这样的情形下 M (X) 构成⼀个域.
设 X 为黎曼曲⾯. 由于环层空间之间的态射满⾜粘贴条件,

(X 的开⼦集 U) 7−→ M (U)

定义了 X 上的⼀个环层. 我们将这个环层记作 MX 并称之为 X 上的亚纯

函数层. 注意到局部上亚纯函数可以写成两个全纯函数的商, 这说明了亚纯

函数层 MX 在 x ∈ X 点的芽环同构于全纯函数芽环 Ox 的分式域 Mx.

例 2.5.2. 设 X 为连通黎曼曲⾯. 由于全纯函数都是亚纯函数, 知 O(X) ⊂
M (X). 所以 M (X) 包含 O(X) 的分式域. 然⽽并⾮所有的亚纯函数在整

体上都可以写成两个全纯函数的商. 考虑X 是黎曼球⾯ P1(C) 的情形. 由于

P1(C) 是连通紧黎曼⾯, 其上的全纯函数都是常值函数, 从⽽ O(P1(C)) = C.
然⽽所有 C 上的多项式函数都可以延拓为 P1(C) 上的亚纯函数. 设

f(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n, z ∈ C
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为 C 上的多项式函数. 如果 f 是常值函数, 令 f(∞) = a0, 否则令 f(∞) =

∞. 注意到当 an ̸= 0 时

∀ z ∈ C, (τ ◦ f ◦ τ)(z) = zn

a0zn + a1zn−1 + · · ·+ an
.

所以 τ ◦ f ◦ τ 是 C 上的全纯函数. 这说明了 f 是从 P1(C) 到⾃⾝的全纯映

射, 也就是说 P1(C) 上的亚纯函数. 这样便证明了 M (P1(C)) 包含 C 上的

有理函数域 C(z), 即多项式环 C[z] 的分式域. 可以证明 M (P1(C)) = C(z).
事实上, 如果 f 是 P1(C) 上的⾮常值亚纯函数, 那么由定理 2.4.2 知 f 的零

点和极点集都是离散集合. ⽽ P1(C) 又是紧集, 所以 f 的零点和极点集都是

有限集. 设 {z1, . . . , zn} 是 f 在 C 中的零点和极点组成的集合. 令 Pf 为有

理函数

Pf (z) =
n∏
j=1

(z − zj)
− ordzj (f).

这样 fPf 在 C 上既没有零点又没有极点, ⽽它在 ∞ 处只能取⼀个值, 所以

fPf 不能是满射. 这样 fPf 只能是常值亚纯函数, 即 f 属于 C(z).

定理 2.5.3. 设 X 为连通紧黎曼曲面. 如果 f 是 X 上的非常值亚纯函数,
那么除有限多个 x ∈ X 外有 ordx(f) = 0. 另外,∑

x∈X

ordx(f) = 0.

证明: 如果 x 既不是零点也不是极点, 那么 ordx(f) = 0 (见注 2.5.1). 由命

题 2.4.6 知 f 的零点集和极点集都是有限集, 且

d0(f) =
∑

x∈f−1({0})

multx(f) =
∑

x∈f−1(∞)

multx(f) = d∞(f).

当 x 是零点时 multx(f) = ordx(f); 当 x 是极点时 multx(f) = − ordx(f).
从⽽得到 ∑

x∈X

ordx(f) = 0.

定义 2.5.4. 设 X 为黎曼曲⾯, f : X → Y 为从 X 到某黎曼曲⾯的⾮常值

全纯映射, x ∈ X, y = f(x). 对任意 φ ∈ Mx, ⽤ Pφ ∈ My[T ] 表⽰ My-线
性⾃同构

Mx −→ Mx, ψ 7−→ φψ

的特征多项式.
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注 2.5.5. 由定理 2.4.3, 局部上可以将 f 等同于 z 7→ zm, 其中 m 是 f 在 x

点的分歧重数. 假设 X 和 Y 都是 C 的开⼦集, f(z) = zm, x = y = 0. 令

ζm = e2πi/m

考虑域 Mx 的⾃同构 σ : Mx → Mx, 将 x 某邻域上亚纯函数 g 的等价类

gx 映为亚纯函数 z 7→ g(ζmz) 的等价类. 由于 ζmm = 1, 知 σ 是 My-线性⾃

同构, 且 σm = IdMx
. 令 ϖx 为全纯函数 IdX 在 Mx 中的等价类, φy 为全

纯函数 IdY 在 My 中的等价类. 在命题 2.4.9 的证明中看到 Mx 作为 My

的扩张是由 ϖx ⽣成的, 并且 ϖx 是多项式

Tm − f ♯x(ϖy)

的⼀个根. 注意到对任意整除 m 并⼤于 1 的⾃然数 d, 多项式

T d −ϖy

在 My 中没有根. 这说明了域扩张 f ♯x(My) ⊂ Mx 是 Galois 扩张, 其 Galois
群是循环群 {IdMx

, σ, . . . , σm−1}. 从⽽对任意 φ ∈ Mx 有

Pφ(T ) = (T − φ)(T − σ(φ)) · · · (T − σm−1(φ)).

假设 φ 是某包含于 X 的开球

B(x; r) = {z ∈ C | |z − x| < r}

上亚纯函数 g 的等价类, 并且 g 在

B(x; r) \ {x} = {z ∈ C | 0 < |z − x| < r}

上全纯. 对任意 w ∈ C, 0 < |w − y| < rm, 将∏
x∈f−1({w})

(T − g(x))

展开得到⼀个多项式

Tm + λ1(w)T
m−1 + · · ·+ λm(w).

这样 λ1, . . . , λm 可以写成 g(·), g(ζm·), . . . , g(ζm−1
m ·) 的对称多项式的形式,

所以可以延拓成

B(y; rm) = {w ∈ C | |w − y| < rm}
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上的亚纯函数. 此时便有

Pφ(T ) = Tm + λ1,yT
m−1 + · · ·+ λm,y.

定理 2.5.6. 设 f : X → Y 为连通紧黎曼曲面之间的非常值全纯映射. 那么
M (X) 是M (Y ) 的有限扩张.

证明: 设 g 为 X 上的亚纯函数. 对任意 y ∈ Y , 令

Qy :=
∏

x∈f−1({y})

Pgx ∈ My[T ].

依定义知对于 x ∈ f−1({y}) 有

Qy(gx) = 0.

由命题 2.4.6 和 2.4.9 知道 Qy 是 My[T ] 中次数为 d = deg(f) 的⾸⼀多项

式. ⽽由注 2.5.5 知存在 Y 上的亚纯函数 λ1, . . . , λd, 使得

∀ y ∈ Y, Qy(T ) = T d + λ1,yT
d−1 + · · ·+ λd,y.

令

Q(T ) = T d + λ1T
d−1 + · · ·+ λd ∈ M (Y )[T ].

那么对任意 x ∈ X 有

Q(g)x = Qf(x)(gx) = 0,

从⽽ Q(g) = 0.

2.6 除子

本节中固定⼀个连通紧黎曼曲⾯ X, 并⽤ M (X) 表⽰ X 上的亚纯函

数域. ⽤ Div(X) 表⽰ X 作为点集⽣成的⾃由交换群, 其中的元素称为 X

的除子. 若 D 是 Div(X) 中的元素, 对任意 x ∈ X ⽤ ordx(D) 表⽰ D 写成

X 中元素的形式线性组合时 x 的系数, 也就是说

D =
∑
x∈X

ordx(D)x.

若 D ∈ Div(X), 令
deg(D) :=

∑
x∈X

ordx(D),
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称为 D 的度数. 若对任意 x ∈ X 有 ordx(D) ⩾ 0, 则记 D ⩾ 0. 如果 f 是

X 上的⾮恒零亚纯函数, ⽤ div(f) 表⽰除⼦∑
x∈X

ordx(f)x.

这样便定义了⼀个群同态

div : M (X)× −→ Div(X).

该群同态像集中的除⼦称为主除子.
若 D 是 X 的除⼦, 定义

H0(X,D) := {f ∈ M (X)× | D + div(f) ⩾ 0} ∪ {0}.

称为除⼦ D 的全线性系.

命题 2.6.1. 设 D 是 X 的除⼦.

(1) H0(X,D) 是M (X) 的 C-线性⼦空间.

(2) 若 deg(D) < 0, 那么 H0(X,D) = {0}.

(3) 若 deg(D) ⩾ 0, 那么 H0(X,D) 是维数不超过 deg(D) + 1 的复线性空

间.

证明: (1) X 上的亚纯函数 f 属于 H0(X,D) 当且仅当对任意 x ∈ X 有

ordx(f) ⩾ − ordx(D).

若 f 和 g 是两个亚纯函数, 由于 ordx(.) 是离散赋值, 知

ordx(f + g) ⩾ min{ordx(f), ordx(g)}.

如果 f 和 g 都是 H0(X,D) 的元素, 那么 f + g 亦然. 类似地, 如果 f ∈
H0(X,D) 且 a ∈ C, 那么

∀x ∈ X, ordx(af) = ordx(a) + ordx(f) ⩾ ordx(f) ⩾ − ordx(D),

从⽽ af ∈ H0(X,D).
(2) 如果 f 是 H0(X,D) 中⾮恒零亚纯函数, 那么由 div(f) +D ⩾ 0 得

到

deg(div(f) +D) = deg(div(f)) + deg(D) ⩾ 0.
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⽽由定理 2.5.3 知道

deg(div(f)) = 0,

从⽽ deg(D) ⩾ 0.
(3) ⽤归纳法证明当 deg(D) ⩾ −1 时有

dimC(H
0(X,D)) ⩽ deg(D) + 1.

deg(D) = −1 的情形是 (2) 的特例. 以下假设 deg(D) ⩾ 0 且命题对于度数

等于 deg(D)− 1 的除⼦成⽴. 令 x 为 X 中的点, α = ordx(D), ϖx 为主理

想 mx 的⼀个⽣成元. 那么对任意 f ∈ H0(X,D) 有

fx ∈ ϖ−α
x Ox.

考虑从 H0(X,D) 到 ϖ−α
x Ox/ϖ

−α+1
x Ox 的 C-线性映射, 将 f 映为 fx 的剩

余类. 这个线性映射的核是 H0(X,D − x). 由于 Ox 是离散赋值环, 其剩余

类域等于 C, 知 ϖ−α
x Ox/ϖ

−α+1
x Ox 是⼀维复线性空间. 从⽽

H0(X,D) ⩽ H0(X,D − x) + 1.

由归纳假设知

H0(X,D − x) ⩽ deg(D − x) + 1 = deg(D).

这样便得到 H0(X,D) ⩽ deg(D) + 1.

3 有理函数域的算术

在上⼀节中我们了解了连通紧黎曼曲⾯之间全纯映射的有限性 (定理

2.5.6). 这个有限性证明的关键在于全纯函数芽环上的离散赋值及其扩张.
本节直接从赋值的观点来考虑⼀般域上的代数函数域并证明代数函数域的

Riemann-Roch 定理. 与 Dedekind 和 Weber 的⼯作类似, 我们并不借助超

越函数和黎曼曲⾯的拓扑. 然⽽在推理的过程中我们将 Weil 的赋值观点和

线性赋范空间的理论结合起来, 绕过了多项式环的代数⽅法来构建代数函数

域的算术并将有理函数域的各个绝对值放在⼀个同等的地位去考虑.
如未另⾏说明, 提及的环都指交换⼳环, 环同态都保持⼳元. 另外, 在讨

论整环和域的时候, 总是假定加法零元与乘法单位元相异. 若 A 是交换⼳

环, ⽤ A× 表⽰ A 中的乘法可逆元组成的乘法群. 特别地, 如果 K 是域, 那

么 K× = K \ {0}.
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3.1 绝对值

设 K 为域. 所谓 K 上的绝对值, 是指从 K 到 R⩾0 的满⾜以下条件的

映射 |.|:

(1) 对任意 a ∈ K, a = 0 当且仅当 |a| = 0,

(2) 对任意 (a, b) ∈ K ×K, |ab| = |a| · |b|,

(3) 对任意 (a, b) ∈ K ×K, |a+ b| ⩽ |a|+ |b|.

条件 (3) 称作三角形不等式. 如果 |.| 满⾜强三角形不等式, 也就是说

∀ (a, b) ∈ K ×K, |a+ b| ⩽ max{|a|, |b|},

那么说 |.| 是非阿基米德绝对值; 否则说 |.| 是阿基米德绝对值.
若域 K 上指定了⼀个绝对值 |.|, 则称 (K, |.|) 为赋值域. 如果 K ′/K 是

域扩张, |.|′ 是 K ′ 上的绝对值, 且在 K 上的限制等于 |.|, 则说 (K ′, |.|′) 是赋

值域 (K, |.|) 的扩张.

3.1.1 通常的绝对值和平凡绝对值

R 上通常的绝对值就是⼀个阿基⽶德绝对值; C 上的取模函数也是⼀个

阿基⽶德绝对值 (称为 C 上通常的绝对值). 另外, 任意的域 K 上的函数

|.|0 : K → R⩾0, |a|0 =

0, a = 0

1, a ̸= 0

是⼀个⾮阿基⽶德绝对值, 称作 K 上的平凡绝对值. 如果 |.| 是域 K 上的

绝对值, 对任意 K 的⼦域 k, |.| 在 k 上的限制是 k 上的绝对值.

3.1.2 离散赋值环决定的绝对值

设 O 为离散赋值环, m 为 O 的极⼤理想, ϖ 为 m 的⼀个⽣成元 (通常

称作单值化子), K 为 O 的分式域. 令 ordm : K → Z ∪ {+∞} 为 O 对应的

离散赋值, 即

∀ a ∈ K, ordm(a) = sup{n ∈ Z | a ∈ ϖnO} ∈ Z ∪ {+∞}.

那么对于任意实数 q > 1, 函数

|.|m,q = q− ordm(.)

是 K 上的绝对值 (约定 q−∞ = 0).
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3.1.3 绝对值的性质

域上的绝对值与实数集上通常的绝对值函数具有⼀些类似的性质. 设

(K, |.|) 为赋值域. ⾸先 |1| = 1, 其中等式左边的 1 表⽰ K 的单位元, 右边

的 1 表⽰实数域的单位元; 其次, 对任意 a ∈ K, | − a| = |a|, 其中 −a 表⽰

a 在 K 中关于加法的逆元; 再次, 对任意 a ∈ K×, |a−1| = |a|−1, 其中 a−1

表⽰ a 在 K 中关于乘法的逆元; 最后, 若 (a, b) ∈ K ×K, 那么∣∣|a| − |b|
∣∣ ⩽ |a− b|, (3.1)

其中不等式左边外侧的 |.| 符号表⽰实数集上通常的绝对值函数, 其余的 |.|
符号表⽰所给定的域 K 上的绝对值.

⾮阿基⽶德绝对值与实数集上通常的绝对值也有不同之处. 设 (K, |.|)
为赋值域, f : Z → K 为从整数环到 K 唯⼀的环同态. 假设 |.| 是⾮阿基⽶

德绝对值. 对任意正整数 n 有

|f(n)| = | f(1) + · · ·+ f(1)︸ ︷︷ ︸
n 项

| ⩽ |f(1)|.

从⽽ |.| 在 f(Z) 上的限制是有界函数. 反过来, 假设 C 是⼤于 0 的常数, 使
得

∀n ∈ N, |f(n)| ⩽ C,

那么对任意 (a, b) ∈ K ×K 及任意正整数 n 有

|a+ b|n = |(a+ b)n| =
∣∣∣∣ n∑
i=0

f
((
n
i

))
aibn−i

∣∣∣∣ ⩽ (n+ 1)Cmax{|a|, |b|}n.

不等式两边开 n 次⽅后令 n 趋于 +∞, 取极限就得到强三⾓形不等式

|a+ b| ⩽ max{|a|, |b|}.

3.1.4 非阿基米德赋值域的单位球

假设 (K, |.|) 是⾮阿基⽶德赋值域. ⽤ K◦ = {a ∈ K | |a| ⩽ 1} 表⽰

(K, |.|) 的单位闭球. 由于 |1| = 1, 知 1 ∈ K◦. 若 (a, b) ∈ K◦ ×K◦, 那么

|ab| = |a| · |b| ⩽ 1, |a− b| ⩽ max{|a|, | − b|} = max{|a|, |b|} ⩽ 1.

所以 {ab, a − b} ⊂ K◦. 从⽽ K◦ 是 K 的⼦环. 另外, 对任意 a ∈ K \K◦,
由 |a−1| = |a|−1 < 1 知 a−1 ∈ K◦. 所以 K◦ 的分式域等于 K.
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⽤ K◦◦ = {a ∈ K | |a| < 1} 表⽰ (K, |.|) 的单位开球. 如果 (a, b) ∈
K◦◦ ×K◦◦, 那么

|a− b| ⩽ max{|a|, | − b|} = max{|a|, |b|} < 1,

即 a − b ∈ K◦◦. 这说明了 K◦◦ 是 K◦ 的加法⼦群. 另外, 对任意 (a, b) ∈
K◦ ×K◦◦,

|ab| = |a| · |b| < 1,

即 ab ∈ K◦◦. 所以 K◦◦ 是 K◦ 的理想. 对任意 a ∈ K◦ \ K◦◦, 有 |a−1| =
|a|−1 = 1, 也就是说 a−1 ∈ K◦ \K◦◦. 这说明了 K◦ \K◦◦ 中的元素在 K◦ 中

可逆, 也就是说 K◦ 是局部环, 其极⼤理想是 K◦◦.
设 n 为正整数, a1, . . . , an 为 K 中 n 个元素, 使得 |a1| < . . . < |an|, 那

么 an ̸= 0 且对任意 i ∈ {1, . . . , n− 1} 有 aia
−1
n ∈ K◦◦. ⽽ 1 ̸∈ K◦◦, 所以

1 + (a1 + · · ·+ an−1)a
−1
n ∈ K◦ \K◦◦,

即 |1 + (a1 + · · ·+ an−1)a
−1
n | = 1. 从⽽

|a1 + · · ·+ an| = |an| · |1 + (a1 + · · ·+ an−1)a
−1
n | = |an|. (3.2)

3.1.5 赋值域的完备化

设 (K, v) 为赋值域. 为⽅便理解, 也将绝对值 v 记作 |.|v. 绝对值 v 诱

导了 K 上的⼀个度量

dv : K ×K −→ R⩾0, (a, b) 7−→ |a− b|v.

⽤ Cauv(K) 表⽰ K 中 Cauchy 序列32组成的集合. 在集合 Cauv(K) 上定

义如下的加法和乘法运算

(an)n∈N + (bn)n∈N := (an + bn)n∈N

(an)n∈N(bn)n∈N := (anbn)n∈N

32即满⾜

lim
N→+∞

sup
(n,m)∈N2
n⩾N,m⩾N

|an − am| = 0

的序列 (an)n∈N.
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这样便得到⼀个交换⼳环, 其零元是恒取 0 值的序列, 其单位元是恒取 1 值

的序列. 注意到从 K 到 Cauv(K) 有⾃然的交换⼳环同态, 将 a ∈ K 映为恒

取 a 值的序列.
⽤ Cau0

v(K) 表⽰收敛到 0 的那些 Cauchy 序列组成的集合. 不难证明,
Cau0

v(K) 是 Cauv(K) 的理想. 它事实上还是⼀个极⼤理想. 设 (an)n∈N 为

K 中的 Cauchy 序列, 如果 (an)n∈N 不收敛到 0, 那么它的任何⼦列都不收

敛到 0. 这样便存在 ε > 0 和 N ∈ N, 使得对任意不⼩于 N 的⾃然数 n,
|an|v ⩾ ε 成⽴. 令

bn =

0, n ∈ N, 0 ⩽ n < N,

a−1
n , n ∈ N, n ⩾ N.

对任意不⼩于 N 的⾃然数 n 和 m, 有

|bn − bm|v =
|an − am|v
|an|v · |am|v

⩽ ε−2|an − am|v.

从⽽ (bn)n∈N 是 Cauchy 列. ⽽ (bnan−1)n∈N ∈ Cau0
v(K). 这说明了 (an)n∈N

模 Cau0
v(K) 可逆.

⽤ Kv 表⽰商域 Cauv(K)/Cau0
v(K). 前⾯提到的交换⼳环同态 K →

Cauv(K) 诱导了域同态 K → Kv, 将 a ∈ K 映为取常值 a 的序列的等价类.
通过这个域同态可以将 K 看作是 Kv 的⼦域. 绝对值函数 |.|v : K → R⩾0

在 K 上⼀致连续, 故将 K 中的 Cauchy 序列映为 R⩾0 中的 Cauchy 序

列. 从⽽对任意 (an)n∈N ∈ Cauv(K), 序列 (|an|v)n∈N 收敛. 另外, 如果两个

Cauchy 序列 (an)n∈N 和 (bn)n∈N 满⾜

lim
n→+∞

|an − bn|v = 0,

那么

lim
n→+∞

∣∣|an|v − |bn|v
∣∣ = 0,

从⽽ (|an|v)n∈N 和 (|bn|v)n∈N 收敛到同⼀个实数. 这样 |.|v 便诱导⼀个从

Kv 到 R⩾0 的函数, 将 Cauchy 序列 (an)n∈N 的等价类映为

lim
n→+∞

|an|v.

不难证明这个函数是 Kv 上的绝对值, 在 K 上的限制等于 |.|v. 我们仍⽤符

号 v 来表⽰这个绝对值函数. 这样就得到赋值域 (K, v) 的⼀个扩张, 作为度

量空间是 (K, dv) 的完备化空间. 我们将 Kv 称为 (K, v) 的完备化. 如果上

述域同态 K → Kv 是同构, 就说赋值域 (K, v) 是完备的.
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3.1.6 绝对值的等价

给定域 K 上的两个绝对值 |.|1 和 |.|2. 如果 |.|1 和 |.|2 在 K 上诱导相

同的拓扑, 则说绝对值 |.|1 和 |.|2 等价.

命题 3.1.1. 设 |.|1 和 |.|2 为域 K 上两个绝对值. 假设 |.|1 不是平凡的绝对
值. 则以下命题等价:

(1) 绝对值 |.|1 和 |.|2 等价;

(2) 对任意 x ∈ K, |x|2 ⩽ 1 蕴含 |x|1 ⩽ 1;

(3) 对任意 x ∈ K, |x|1 < 1 蕴含 |x|2 < 1;

(4) 存在 κ > 0 使得 |.|2 = |.|κ1 .

证明: (1) =⇒ (2): ⽤反证法. 假设存在 x ∈ K, 使得 |x|1 > 1 且 |x|2 ⩽ 1.
那么序列 (x−n)n∈N 在 |.|1 诱导的度量下收敛到 0, 但在 |.|2 诱导的度量下与

0 的距离有正的下界, 这与绝对值 |.|1 和 |.|2 诱导相同的拓扑的假设⽭盾.
(2) =⇒ (3): 我们证明 (3) 的逆否命题, 即对任意 x ∈ K, |x|2 ⩾ 1 蕴含

|x|1 ⩾ 1. 若 |x|2 ⩾ 1, 那么 |x−1|2 ⩽ 1. 由 (2) 知 |x−1|1 ⩽ 1, 即 |x|1 ⩾ 1.
(3) =⇒ (4): 任取 K 中某⾮零元 y, 使得 |y|1 > 1 (这样的⾮零元的存

在性来⾃ |.|1 ⾮平凡的假设). 由 (3) 知 |y|2 > 1. 令

κ =
ln |y|2
ln |y|1

> 0.

令 x 为 K 中任意⾮零元并令

λ =
ln |x|1
ln |y|1

.

取两个有理数列 (an/bn)n∈N 和 (cn/dn)n∈N 使得

(i) 对任意 n ∈ N, (an, bn, cn, dn) ∈ Z4, bn > 0, dn > 0,

(ii) an/bn < λ < cn/dn,

(iii)
lim

n→+∞

an
bn

= lim
n→+∞

cn
dn

= λ.



3 有理函数域的算术 38

这样有

an
bn

ln |y|1 < λ ln |y|1 = ln |x|1,
cn
dn

ln |y|1 > λ ln |y|1 = ln |x|1,

从⽽

|yanx−bn |1 < 1 < |ycnx−dn |1.

由 (3) 知

|yanx−bn |2 < 1 < |ycnx−dn |2,

即

|y|an/bn2 < |x|2 < |y|cn/dn2 .

令 n→ +∞ 取极限知

|x|2 = |y|λ2 = |y1|κλ = |x|κ1 .

(4) =⇒ (1): 设 (xn)n∈N 为 K 中的序列, x ∈ K. 那么

lim
n→+∞

|xn − x|1 = 0

当且仅当

lim
n→+∞

|xn − x|κ1 = lim
n→+∞

|xn − x|2 = 0.

注 3.1.2. 上述命题的证明中, 仅在 (3) =⇒ (4) 的步骤中使⽤了 |.|1 ⾮平凡

的假设. 在⼀般的情形, 以下条件仍等价:

(a) 绝对值 |.|1 和 |.|2 等价;

(b) 对任意 x ∈ K, |x|1 ⩽ 1 蕴含 |x|2 ⩽ 1;

(c) 存在 κ > 0 使得 |.|2 = |.|κ1 .

事实上, 当 |.|1 是平凡绝对值时, 条件 (b) 说明对任意 x ∈ K 有 |x|2 ⩽ 1, 这
样 |.|2 也是平凡的绝对值, 从⽽ |.|2 = |.|1.
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3.2 赋范线性空间

本节中固定⼀个完备赋值域 (K, |.|). 设 E 为 K-线性空间. 所谓 E 上

的范数, 是指从 E 到 R⩾0 的满⾜以下条件的映射 ∥.∥:

(1) 对任意 s ∈ E, ∥s∥ = 0 当且仅当 s = 0,

(2) 对任意 (a, s) ∈ K × E, ∥as∥ = |a| · ∥s∥,

(3) 对任意 (s1, s2) ∈ E × E, ∥s1 + s2∥ ⩽ ∥s1∥+ ∥s2∥.

条件 (3) 也称作三角形不等式. 我们称 (E, ∥.∥) 为⼀个赋范线性空间. 如果

∥.∥ 还满⾜强三角形不等式, 也就是说

∀ (s1, s2) ∈ E × E, ∥s1 + s2∥ ⩽ max{∥s1∥, ∥s2∥},

便说 ∥.∥ 是超范数 (ultrametric norm), (E, ∥.∥) 是赋超范线性空间. 由 (1)
和 (2) 知道, 如果某⾮零线性空间上存在超范数, 那么 |.| ⼀定是⾮阿基⽶德

绝对值. 注意到

d∥.∥ : E × E −→ R⩾0, (s1, s2) 7−→ ∥s1 − s2∥

是 E 上的度量, 称为范数 ∥.∥ 诱导的度量.
如果 (E, ∥.∥) 是赋范线性空间, F 是 E 的线性⼦空间, 那么 ∥.∥ 在 F

上的限制是 F 上的范数, 称为限制范数. 如果 F 是 E 的闭线性⼦空间,
G = E/F , 那么映射

∥.∥G : G −→ R⩾0, (y ∈ G) 7−→ inf
s∈y

∥s∥

是 G 上的范数, 称为 ∥.∥ 的商范数. 如果 x 是 E 中的元素, 那么 x 在 G 中

等价类的商范数等于 x 到闭线性⼦空间 F 的距离:

dist(x, F ) := inf
x′∈F

∥x− x′∥.

3.2.1 向量的放缩

命题 3.2.1. 假设 |.| 是非平凡的绝对值. 令 λ ∈ ]0, 1], 使得

λ < sup{|a| | a ∈ K×, |a| < 1}.

设 (E, ∥.∥) 为 (K, |.|) 上的赋范线性空间. 若 s 为 E 中的非零元, 那么存在
b ∈ K×, 使得 λ ⩽ ∥bs∥ < 1.
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证明: 令 a 为 K 中的⾮零元, 使得 λ < |a| < 1. 令

p =

⌊ ln(λ)− ln ∥s∥
ln |a|

⌋
, b = ap.

依定义, 有
p ⩽ ln(λ)− ln ∥s∥

ln |a| ,

所以 |b| = |a|p ⩾ λ∥s∥−1, 亦即 ∥bs∥ = |b| · ∥s∥ ⩾ λ. 另外, 由于 λ < |a| < 1,
有 ln(λ) < ln |a| < 0, 故 ln(λ)/ ln |a| > 1. 这说明了 p > − ln ∥s∥/ ln |a|. 所

以 |b| = |a|p < ∥s∥−1, 即 ∥bs∥ < 1.

3.2.2 超范数的基本性质

命题 3.2.2. 设 (E, ∥.∥) 为赋超范线性空间.

(a) 若 x1, . . . , xn 为 E 中有限多个元素, 使得 ∥x1∥, . . . , ∥xn∥两两不等, 那
么

∥x1 + · · ·+ xn∥ = max
i∈{1,...,n}

∥xi∥.

(b) 复合映射
E \ {0}

∥.∥ // R>0
π // R>0/|K×| (3.3)

像的基数不超过 E 在 K 上的维数, 其中 R>0 视为乘法群, |K×| 是
K× 在 |.| 下的像, π 是投影映射.

(c) 假设 E 是有限维线性空间且 |.| 是平凡绝对值, 那么 ∥.∥ 的像是有限
集, 其基数不超过 dimK(E) + 1.

证明: (a) 通过对 n 归纳可以将问题归结为 n = 2 的情形. 不妨设 ∥x1∥ <
∥x2∥. 由于 ∥.∥ 是超范数, 知

∥x1 + x2∥ ⩽ max{∥x1∥, ∥x2∥} = ∥x2∥.

另外,
∥x2∥ = ∥x1 + x2 − x1∥ ⩽ max{∥x1 + x2∥, ∥x1∥}.

由于 ∥x2∥ > ∥x1∥, 知 ∥x2∥ ⩽ ∥x1 + x2∥. 所以等式

∥x1 + x2∥ = ∥x2∥ = max{∥x1∥, ∥x2∥}
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成⽴.
(b) 设 I 为复合映射 (3.3) 的像. 对任意 α ∈ I, 任选 α 在 E \ {0} 中的

某个原像 xα. 假设 α1, . . . , αn 是 I 中有限多个两两不同的元素. 那么对任

意 (λ1, . . . , λn) ∈ (K×)n, 实数 ∥λ1xα1
∥, . . . , ∥λnxαn∥ 两两不同. 由 (a) 知

∥λ1xα1
+ · · ·+ λnxαn∥ = max

i∈{1,...,n}
∥λixαi∥ > 0.

这说明了 (xα)α∈I 是 E 中的线性⽆关组, 从⽽ I 的基数不超过 E 的维数.
(c) 当 |.| 是平凡绝对值时 |K×| = {1}. 由 (b) 知道 ∥.∥ 限制在 E\{0} 上

的像的基数不超过 dimK(E). 所以 ∥.∥ 的像的基数不超过 dimK(E)+1.

3.2.3 有界线性映射的连续性

引理 3.2.3. 假设 |.| 是平凡的绝对值. 若 (E, ∥.∥) 是 (K, |.|) 上的有限维赋
范线性空间, 那么函数 ∥.∥ : E → R⩾0 有上界. 如果线性空间 E 非零, 那么
∥.∥ 在 E \ {0} 上的限制有⼤于零的下界.

证明: 设 (ei)
r
i=1 为 E 的⼀组基. 对任意 (a1, . . . , ar) ∈ Kr, 有

∥a1e1 + · · ·+ arer∥ ⩽
r∑
i=1

|ai| · ∥ei∥ ⩽
r∑
i=1

∥ei∥,

其中第⼆个不等式来⾃ |.| 是平凡绝对值的假设.
⽤反证法证明第⼆个命题. 假设存在⼀列 E 中的⾮零元 (xn)n∈N 使得

lim
n→+∞

∥xn∥ = 0.

由于 E 是有限维线性空间, 存在 N ∈ N 以及 E 的⾮零线性⼦空间 F , 使得

对任意不⼩于 N 的整数 n, 等式

F = VectK({xℓ | ℓ ∈ N, ℓ ⩾ n})

成⽴, 其中 VectK(A) 表⽰ E 的⼦集 A ⽣成的 K-线性⼦空间. 这样由第⼀

个命题的证明知道

sup
y∈F

∥y∥ ⩽ inf
n∈N, n⩾N

(
r sup
ℓ∈N, ℓ⩾n

∥xℓ∥
)
= r lim sup

n→+∞
∥xn∥ = 0.

这与 F 是⾮零线性⼦空间的条件⽭盾. 从⽽ ∥.∥ 在 E \ {0} 上的限制有⾮零

的下界.
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命题 3.2.4. 设 (E1, ∥.∥1) 和 (E2, ∥.∥2) 为两个赋范线性空间, f : E1 → E2

为 K-线性映射. 如果 f 是有界线性映射, 也就是说存在常数 C > 0 使得

∀x ∈ E1, ∥f(x)∥2 ⩽ C∥x∥1,

那么映射 f 连续. 当 |.| 是非平凡的绝对值或 E2 是有限维线性空间时这个

命题的逆命题也成立.

证明: 假设 f 是有界线性映射并设 C > 0 使得

∀x ∈ E1, ∥f(x)∥2 ⩽ C∥x∥1.

那么对任意 (x, x′) ∈ E1 × E1 有

∥f(x)− f(x′)∥2 = ∥f(x− x′)∥2 ⩽ C∥x− x′∥1.

从⽽映射 f ⼀致连续.
以下假设映射 f 连续. 先讨论 |.| 是⾮平凡绝对值的情形. 由于 f 是连

续映射, 知
f−1({s ∈ E2 | ∥s∥2 < 1})

是 E1 中包含零元素的开集. 从⽽存在 ϵ > 0 使得

f−1({s ∈ E2 | ∥s∥2 < 1}) ⊃ {x ∈ E1 | ∥x∥ < ϵ}.

由于 |.| 是⾮平凡的绝对值, 存在 a ∈ K 使得 0 < |a| < 1. 若 x 是 E1 中的

⾮零元, 那么存在唯⼀的整数 n 使得

∥anx∥1 < ϵ ⩽ ∥an−1x∥1 = |a|n−1∥x∥1.

由前⼀个不等式知 ∥f(anx)∥2 < 1, 从⽽

∥f(x)∥2 < |a|−n ⩽ (ϵ|a|)−1∥x∥1.

所以 f 是有界线性映射.
现在考虑 |.| 是平凡绝对值且 E2 是有限维线性空间的情形. 由引理

3.2.3 知存在 M > 0 和 δ > 0, 使得对任意 x ∈ E1 \ {0} 有 ∥x∥1 ⩾ δ, 且对

任意 y ∈ E2 有 ∥y∥2 ⩽M . 所以对任意 x ∈ E1 \ {0} 有

∥f(x)∥2 ⩽M ⩽ M

δ
∥x∥1.
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3.2.4 范数的等价性

定理 3.2.5. 设 E 为有限维 K-线性空间. 若 ∥.∥ 和 ∥.∥′ 是 E 上两个范数,
那么存在两个正常数 C 和 C ′, 使得

∀x ∈ E, C∥x∥′ ⩽ ∥x∥ ⩽ C ′∥x∥′,

也就是说范数 ∥.∥ 和 ∥.∥′ 等价. 特别地, 有限维赋范线性空间是完备度量空
间, 有限维 K-线性空间上所有的范数诱导相同的拓扑, 从有限维赋范线性空
间到线性赋范空间的线性映射都是有界线性映射.

证明: 对 E 的维数 r ⽤归纳法. 当 r = 0 时 E 上只有⼀个范数, 命题显然

成⽴. 当 r = 1 时 E 上两个范数之间只相差⼀个正因⼦, 命题也成⽴ (其中

E 的完备性来⾃于域 K 的完备性). 以下假设 r ⩾ 2, 且命题对于维数不超

过 r − 1 的 K-线性空间成⽴.
设 (ei)

r
i=1 为 E 的⼀组基. 不妨设 ∥.∥′ 形如

∀ (ai)ri=1 ∈ Kr, ∥a1e1 + · · ·+ arer∥′ = max
i∈{1,...,r}

|ai|.

这样就得到, 对任意 (ai)
r
i=1 ∈ Kr,

∥a1e1 + · · ·+ arer∥ ⩽
r∑
i=1

|ai| · ∥ei∥ ⩽ ∥a1e1 + · · ·+ arer∥′
r∑
i=1

∥ei∥.

令 F 为 e1, . . . , er−1 ⽣成的线性⼦空间, ∥.∥F 和 ∥.∥′F 分别为 ∥.∥ 和 ∥.∥′ 在

F 上的限制范数. 由归纳假设知存在 λ > 0 使得

∀ y ∈ F, ∥y∥′F ⩽ λ∥y∥F .

另外, 所有 F 上的范数诱导相同的拓扑, 并且 F 是完备的. 这说明 F 是

(E, ∥.∥) 和 (E, ∥.∥′) 的闭线性⼦空间. 令 Q = E/F 为商空间并⽤ ∥.∥Q 和

∥.∥′Q 分别表⽰ ∥.∥ 和 ∥.∥′ 在 Q 上的商范数. 设 qr 为 er 在 Q 中的等价

类. 设 x ∈ E, b ∈ K 使得 x 在 Q 中的等价类等于 bqr. 由商范数的定义知

∥bqr∥Q ⩽ ∥x∥, 故
|b| ⩽ ∥x∥

∥qr∥Q
(3.4)

⽽ x− ber ∈ F , 由 ∥.∥′ 的定义知

∥x∥′ = max{|b|, ∥x− ber∥′F} ⩽ max{|b|, λ∥x− ber∥F}

⩽ max{|b|, λ(∥x∥+ |b| · ∥er∥)} ⩽ ∥x∥max
{ 1

∥qr∥Q
, λ
(
1 +

∥er∥
∥qr∥Q

)}
,
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其中最后⼀个不等式来⾃ (3.4). 所以范数 ∥.∥ 和 ∥.∥′ 等价. 最后, 由 ∥.∥′ 的

定义不难证明 (E, ∥.∥′) 是完备度量空间, 由范数的等价性知道, 对任意范数

∥.∥, (E, ∥.∥) 也是完备度量空间.

3.2.5 正交性

设 (E, ∥.∥) 为 (K, |.|) 上的有限维赋范线性空间, α ∈ ]0, 1]. 如果 E 的

⼀组基 (ei)
r
i=1 满⾜条件

∀ (λ1, . . . , λr) ∈ Kr, ∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥ ⩾ α max
i∈{1,...,r}

|λi| · ∥ei∥,

就说 (ei)
r
i=1 是 α-正交基. 当 α = 1 时, 1-正交基简称为正交基. 如果正交基

(ei)
r
i=1 还满⾜条件

∥e1∥ = · · · = ∥er∥,

就说 (ei)
r
i=1 是标准正交基. 以下命题说明了这⾥正交基的概念在 Euclid 空

间或 Hermite 空间的情形下与经典的概念是⼀致的.

命题 3.2.6. 假设 K 是实数域或复数域, |.| 是 K 上通常的绝对值, ∥.∥ 是 E

上的内积 ⟨ , ⟩ 所诱导的范数. 那么 E 的⼀组基 (eℓ)
r
ℓ=1 是正交基当且仅当

对任意 {1, . . . , r} 中相异的两个元素 i 和 j 有 ⟨ei, ej⟩ = 0.

证明: 假设对任意 {1, . . . , r} 中相异的两个元素 i 和 j 有 ⟨ei, ej⟩ = 0, 那么

对任意 (λ1, . . . , λr) ∈ Kr 有

∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥2 =
r∑
i=1

|λi|2 · ∥ei∥2,

从⽽

∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥ ⩾ max
ℓ∈{1,...,r}

|λℓ| · ∥eℓ∥.

反过来, 假设 (eℓ)
r
ℓ=1 是正交基. 设 i 和 j 是 {1, . . . , r} 中任意两个相异

的元素, 并令 w = ⟨ei, ej⟩. 对任意 t ∈ R 有

∥twei + ej∥2 = ⟨twei + ej , twei + ej⟩

= t2|w|2 · ∥ei∥2 + tw⟨ei, ej⟩+ tw⟨ej , ei⟩+ ∥ej∥2

= t2|w|2 · ∥ei∥2 + 2t|w|2 + ∥ej∥2 ⩾ ∥ej∥2

其中不等式来⾃ (eℓ)
r
ℓ=1 是正交基的假设. 这样便得到

∀ t ∈ R, (t2∥ei∥2 + 2t)|w|2 ⩾ 0.

取 t = −1/∥ei∥2 代⼊知 −|w|2/∥ei∥2 ⩾ 0. 从⽽ w = 0.
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3.2.6 正交化

定理 3.2.7. 设 (E, ∥.∥) 为有限维赋超范线性空间, (vi)ri=1 为 E 的⼀组基,
α ∈ ]0, 1[. 那么存在 E 的⼀组 α-正交基 (ei)

r
i=1, 使得

∀ i ∈ {1, . . . , r}, ei ∈ VectK({v1, . . . , vi}).

证明: 对 E 的维数 r 归纳. 当 r = 0 或 1 时命题是显然的. 假设 r ⩾ 2 且

命题对于维数⼩于 r 的赋超范线性空间成⽴. 令 F 为 v1, . . . , vr ⽣成的线

性⼦空间. 由归纳假设知存在 F 的
√
α-正交基 (ei)

r−1
i=1 使得

∀ i ∈ {1, . . . , r − 1}, ei ∈ VectK({v1, . . . , vi}).

由于 F 是完备度量空间, 它是 E 的闭线性⼦空间. 从⽽ vr 到 F 的距离⾮

零, 也就是说存在 y ∈ F 使得

∥vr − y∥ ⩽ 1√
α
dist(vr, F ).

令 er = vr − y. 将证明 (ei)
r
i=1 构成 (E, ∥.∥) 的 α-正交基. 设 (λ1, . . . , λr) ∈

Kr, z = λ1e1 + · · ·+ λrer. 依定义有

∥z∥ ⩾ |λr| · dist(vr, F ) ⩾
√
α |λr| · ∥er∥, (3.5)

所以 ∥z∥ ⩾ α|λr| · ∥er∥. 另外, 由归纳假设知

∥λ1e1 + · · ·+ λr−1er−1∥ ⩾
√
α max
i∈{1,...,r−1}

|λi| · ∥ei∥.

如果 ∥λrer∥ ⩾ ∥λ1e1 + · · ·+ λr−1er−1∥, 那么由 (3.5) 知

∥z∥ ⩾ α max
i∈{1,...,r−1}

|λi| · ∥ei∥;

如果 ∥λrer∥ < ∥λ1e1 + · · ·+ λr−1er−1∥, 由命题 3.2.2 (a) 知

∥z∥ = ∥λ1e1 + · · ·+ λr−1er−1∥,

此时仍有

∥z∥ ⩾
√
α max
i{1,...,r−1}

|λi| · ∥ei∥ ⩾ α max
i{1,...,r−1}

|λi| · ∥ei∥.
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注 3.2.8. 上述定理可以看作是有限维赋超范线性空间上的⼀种弱 Gram-
Schmidt 正交化. 假设 (K, |.|) 是球完备的, 也就是说 K 中任意⼀列单调

下降的闭球之交⾮空, 那么⽤上述定理证明的⽅法可以证明 K 上有限维

赋超范线性空间上的 Gram-Schmidt 正交化成⽴ (即在上述定理中可以取

α = 1), 并且 K 上有限维赋超范线性空间都是球完备的. 特别地, 如果 |.| 是
离散绝对值, 也就是说

|K×| = {|a| | a ∈ K \ {0}},

是 R>0 的离散⼦集, 那么 (K, |.|) 是球完备的, 此时 (K, |.|) 上有限维赋超范

线性空间 (E, ∥.∥) 中任意⼀组基都具有 Gram-Schmidt 正交化. 在这个特殊

情形也可以利⽤命题 3.2.2 (b) 推出 E \ {0} 在 ∥.∥ 下的像是 R>0 的离散⼦

集, 从⽽在定理 3.2.7 中可以取 α = 1 并在归纳证明过程中可以取到 y ∈ F

使得 ∥vr − y∥ 等于 vr 到 F 的距离.

3.2.7 算子范数

设 (E, ∥.∥E) 和 (F, ∥.∥F ) 为有限维赋范线性空间. 那么映射

HomK(E,F ) −→ R⩾0, f 7−→ sup
x∈E\{0}

∥f(x)∥F
∥x∥E

是 K-线性空间 HomK(E,F ) 上的范数, 称为算子范数.

3.2.8 对偶范数

定义 3.2.9. 设 E 为 K 上的有限维线性空间, r 为其在 K 上的维数. ⽤ E∨

表⽰ E 的对偶空间, 也就是说从 E 到 K 的 K-线性映射组成的空间. 如果

∥.∥ 是 E 上的范数, ⽤ ∥.∥∗ 表⽰如下定义的 E∨ 上的算⼦范数

∀φ ∈ E∨, ∥φ∥∗ := sup
x∈E\{0}

|φ(x)|
∥x∥

,

称为 ∥.∥ 的对偶范数.

命题 3.2.10. 假设 |.| 是非阿基米德绝对值. 如果 (E, ∥.∥) 是有限维赋范线
性空间, 那么 ∥.∥∗ 是超范数.

证明: 设 φ 和 ψ 为 E∨ 中两个元素. 由于 |.| 是⾮阿基⽶德绝对值, 对任意

x ∈ E 有

|(φ+ ψ)(x)| = |φ(x) + ψ(x)| ⩽ max{|φ(x)|, |ψ(x)|}.
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所以

∥φ+ ψ∥∗ = sup
x∈E\{0}

|(φ+ ψ)(x)|
∥x∥

⩽ max{∥φ∥∗, ∥ψ∥∗}.

注 3.2.11. 若将双重对偶空间 E∨∨ ⾃然等同于 E, 可将 ∥.∥∗∗ 视为 E 上

的范数. 当 |.| 是 R 或 C 上通常的绝对值时, 由 Hahn-Banach 定理知道

∥.∥∗∗ = ∥.∥; ⽽当 |.| 是⾮阿基⽶德绝对值且 ∥.∥ 不是超范数的时候, ∥.∥ 和

∥.∥∗∗ 并不相同.

命题 3.2.12. 设 (E, ∥.∥) 为有限维赋范线性空间, α ∈ ]0, 1], (ei)ri=1 为 E 的

⼀组 α-正交基, (e∨i )ri=1 为 (ei)
r
i=1 在 E∨ 中的对偶基.

(a) 对任意 i ∈ {1, . . . , r} 有

1 ⩽ ∥e∨i ∥∗ · ∥ei∥ ⩽ α−1. (3.6)

(b) (e∨i )
r
i=1 是 (E∨, ∥.∥∗) 的 α-正交基.

(c) (ei)
r
i=1 是 (E, ∥.∥∗∗) 的 α-正交基, 并且

∀ i ∈ {1, . . . , r}, α∥ei∥ ⩽ ∥ei∥∗∗ ⩽ ∥ei∥.

证明: (a) 依定义有 e∨i (ei) = 1, 所以

∥e∨i ∥∗ ⩾ ∥ei∥−1.

另外, 由于 (ei)
r
i=1 是 α-正交基, 对任意 (λ1, . . . , λr) ∈ Kr 有

∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥ ⩾ α|λi| · ∥ei∥.

所以

∥e∨i ∥∗ = sup
(λ1,...,λr)∈Kr

λi ̸=0

|e∨i (λ1e1 + · · ·+ λrer)|
∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥

= sup
(λ1,...,λr)∈Kr

λi ̸=0

|λi|
∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥

⩽ α−1 |λi|
∥λiei∥

=
1

α∥ei∥
.

(b) 设 φ = b1e
∨
1 + · · ·+ bre

∨
r 为 E∨ 中的元素. 由于 φ(ei) = bi, 知

∥φ∥∗ ⩾ |bi|
∥ei∥

⩾ α|bi| · ∥e∨i ∥∗,
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其中第⼆个不等式来⾃于 (a). 所以 (e∨i )
r
i=1 是 α-正交基.

(c) 对 (E∨, ∥.∥∗) 运⽤ (b) 的结论知 (ei)
r
i=1 是 (E, ∥.∥∗∗) 的 α-正交基.

对 (E∨, ∥.∥∗) 运⽤ (a) 的结论得到

1

∥e∨i ∥∗
⩽ ∥ei∥∗∗,

再结合 (3.6) 便得到 α∥ei∥ ⩽ ∥ei∥∗∗. 最后, 对任意 φ ∈ E∨, 由对偶范数的

定义知

|φ(ei)| ⩽ ∥φ∥∗ · ∥ei∥,

从⽽ ∥ei∥∗∗ ⩽ ∥ei∥.

注 3.2.13. 从命题 3.2.12 的证明中看出, (3.6) 中的第⼀个不等式对任意

E 的基 (ei)
r
i=1 成⽴. 第⼆个不等式实际与基 (ei)

r
i=1 的 α-正交性等价. 设

(ei)
r
i=1 是 E 的⼀组基, 使得

∀ i ∈ {1, . . . , r}, ∥e∨i ∥∗ ⩽ 1

α∥ei∥
. (3.7)

设 (λ1, . . . , λr) ∈ Kr. 如果 j 是 {1, . . . , r} 中的元素, 使得

∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥ < α|λj | · ∥ej∥.

那么

∥e∨j ∥∗ ⩾ |λj |
∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥

>
1

α∥ej∥
.

这与 (3.7) ⽭盾. 所以

∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥ ⩾ α max
i∈{1,...,r}

|λi| · ∥ei∥.

从上述推理得出, 若 (ei)
r
i=1 是 E 的任意⼀组基,

α = min
i∈{1,...,r}

1

∥ei∥ · ∥e∨i ∥∗
∈ ]0, 1],

那么 (ei)
r
i=1 是 α-正交基.

3.2.9 行列式范数

定义 3.2.14. 若 E 为有限维 K-线性空间, r 为 E 的维数, ⽤ det(E) 来表

⽰外积空间 Λr(E). 这是⼀维 K-线性空间, 并且 K-线性映射

E⊗r −→ det(E), x1 ⊗ · · · ⊗ xr 7−→ x1 ∧ · · · ∧ xr
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是满射, 称为 E⊗r 到 det(E) 的自然投影映射. 如果 ∥.∥ 是 E 上的范数, ⽤

∥.∥det : det(E) → R⩾0 来表⽰映射

(η ∈ det(E)) 7−→ inf
(ei)

r
i=1∈E

r

η=e1∧···∧er

∥e1∥ · · · ∥er∥. (3.8)

由于 det(E) 是⼀维线性空间, 知对任意 (a, η) ∈ K × det(E) 有

∥aη∥det = |a| · ∥η∥det.

特别地, 函数

Er −→ R⩾0, (x1, . . . , xr) 7→ ∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥det

是连续函数. 另外, 依定义得到如下不等式, 称为 Hadamard 不等式:

∀ (ei)ri=1 ∈ Er, ∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det ⩽ ∥e1∥ · · · ∥er∥. (3.9)

命题 3.2.15. 设 (E, ∥.∥)为有限维赋范线性空间, r 为 E 的维数. 那么 ∥.∥det
是 det(E) 上的范数, 并且

sup
(xi)ri=1∈BE

∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥det
∥x1∥ · · · ∥xr∥

= 1, (3.10)

其中 BE 表示 E 的所有的基组成的集合. 另外, 若 α ∈ ]0, 1], (ei)ri=1 为 E

的⼀组基, 则以下命题成立.

(a) 如果
∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det ⩾ α∥e1∥ · · · ∥er∥,

那么 (ei)
r
i=1 是 α-正交基.

(b) 假设 (ei)
r
i=1 是 α-正交基. 当 |.| 是阿基米德绝对值时

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det ⩾
αr

r!
∥e1∥ · · · ∥er∥;

当 |.| 是非阿基米德绝对值时,

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det ⩾ αr∥e1∥ · · · ∥er∥.

(c) 假设下述条件之⼀成立:

(c.1) |.| 是非阿基米德绝对值,
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(c.2) (K, |.|) 是赋通常绝对值的 R 或 C, 且 ∥.∥ 是某内积诱导的范数.

那么 (ei)
r
i=1 是正交基当且仅当 ∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det = ∥e1∥ · · · ∥er∥. 另外,

如果 (e∨i )
r
i=1 是 (ei)

r
i=1 的对偶基, 那么

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det · ∥e∨1 ∧ · · · ∧ e∨r ∥∗,det = 1. (3.11)

证明: ⾸先由 Hadamard 不等式 (3.9) 知

sup
(xi)ri=1∈BE

∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥det
∥x1∥ · · · ∥xr∥

⩽ 1.

反过来, 设 η ∈ det(E)\{0}. 如果 ∥.∥det 是 det(E) 上的范数, 那么 ∥η∥det ≠ 0.
从⽽

sup
(xi)ri=1∈BE

∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥det
∥x1∥ · · · ∥xr∥

⩾ sup
(xi)

r
i=1∈BE

x1∧···∧xr=η

∥η∥det
∥x1∥ · · · ∥xr∥

= 1.

这样在 ∥.∥det 是 det(E) 上的范数的前提下等式 (3.10) 成⽴.
(a) 设 (λ1, . . . , λr) ∈ Kr, x = λ1e1 + · · · + λrer. 对任意 i ∈ {1, . . . , r}

有

e1 ∧ · · · ∧ ei−1 ∧ x ∧ ei+1 ∧ · · · ∧ er = λie1 ∧ · · · ∧ er.

由 Hadamard 不等式 (3.9) 知

|λi| · ∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det ⩽ ∥e1∥ · · · ∥ei−1∥ · ∥x∥ · ∥ei+1∥ · · · ∥er∥.

如果不等式 ∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det ⩾ α∥e1∥ · · · ∥er∥ 成⽴, 那么便得到

∥x∥ ⩾ α|λi| · ∥ei∥.

所以 (ei)
r
i=1 是 α-正交基.

(b) 设 (xi)
r
i=1 为 E 的任意⼀组基, 使得 e1 ∧ · · · ∧ er = x1 ∧ · · · ∧ xr. 令

A = (ai,j)(i,j)∈{1,...,r}2 ∈ Kr×r

为从 (ej)
r
j=1 到 (xi)

r
i=1 的转移矩阵, 也就是说

∀ i ∈ {1, . . . , r}, xi =
r∑
j=1

ai,jej .
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这样 det(A) = 1. 由于 (ej)
r
j=1 是 α-正交基, 知

∀ (i, j) ∈ {1, . . . , r}2, |ai,j | ⩽ α−1 ∥xi∥
∥ej∥

.

将矩阵 A 的⾏列式展开后, 由三⾓形不等式得到

1 = | det(A)| ⩽ r!α−r ∥x1∥ · · · ∥xr∥
∥e1∥ · · · ∥er∥

;

当 |.| 是⾮阿基⽶德绝对值的时候, 由强三⾓形不等式得到

1 = | det(A)| ⩽ α−r ∥x1∥ · · · ∥xr∥
∥e1∥ · · · ∥er∥

.

对 (xi)
r
i=1 取下确界就得到要证的不等式.

由 (b) 可以推出 ∥.∥det 是 det(E) 上的范数. 事实上, 任取 E 的⼀组基

(ei)
r
i=1, 由注 3.2.13 知存在某 α ∈ ]0, 1] 使得 (ei)

r
i=1 是 α-正交基. 这样

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det ⩾
αr

r!
∥e1∥ · · · ∥er∥ > 0.

这说明了 ∥.∥det 是 det(E) 上的范数. 特别地, 等式 (3.10) 总是成⽴.
(c) 条件 (c.1) 的情形下, 第⼀个命题是 (a), (b) 和 Hadamard 不等式

(3.9) 的直接推论. ⾄于第⼆个命题, 注意到

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det · ∥e∨1 ∧ · · · ∧ e∨r ∥∗,det

的值不依赖于基 (ei)
r
i=1 的选择. 我们将这个常数记作 C. 设 (ei)

r
i=1 为⼀组

α-正交基, 其中 α ∈ ]0, 1[. ⾸先由 Hadamard 不等式和 (3.6) 知

C ⩽
r∏
i=1

∥e∨i ∥∗ · ∥ei∥ ⩽ α−r.

然后由命题 3.2.12 (b) 推出 (e∨i )
r
i=1 是 (E∨, ∥.∥∗) 的 α-正交基, 又由 (b)

和 (3.6) 得到

C ⩾ α2r

r∏
i=1

∥e∨i ∥∗ · ∥ei∥ ⩾ α2r.

由定理 3.2.7 知, 对任意 α ∈ ]0, 1[, (E, ∥.∥) 具有 α-正交基. 所以 C = 1.
以下假设条件 (c.2). 由 (a), 只须验证, 如果 (ei)

r
i=1 是标准正交基, 那

么等式

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det = 1
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成⽴. 在 K 是 R 或 C 的情形等式 (3.10) 等价于

sup
(xi)

r
i=1∈E

r

∥x1∥=···=∥xr∥=1

∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥det = 1

由于 E 是局部紧空间, 知存在 E 的⼀组基 (x1, . . . , xr), 使得

∥x1∥ = · · · = ∥xr∥ = 1

并且

∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥det = 1 = ∥x1∥ · · · ∥xr∥.

由 (a) 知 (xi)
r
i=1 是标准正交基. 这样从 (xi)

r
i=1 到 (ei)

r
i=1 的转移矩阵是正

交矩阵或⾣矩阵, 其⾏列式的绝对值等于 1. 从⽽

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det = ∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥det = 1.

另外, (e∨i )ri=1 也是标准正交基, 从⽽等式 (3.11) 成⽴.

推论 3.2.16. 设 (E, ∥.∥E) 和 (F, ∥.∥F ) 为有限维赋范线性空间, f : E → F

为 K-线性同构, r 为 E 在 K 上的维数. 那么

∥ det(f)∥ ⩽ ∥f∥r,

其中 det(f) : det(E) → det(F ) 表示将 x1 ∧ · · · ∧ xr 映为 f(x1)∧ · · · ∧ f(xr)
的 K-线性映射, ∥ det(f)∥ 和 ∥f∥ 分别表示 det(f) 和 f 的算⼦范数.

证明: 对任意 det(E) 中的⾮零元 x1 ∧ . . . ∧ xr, 由 (3.9) 知

∥ det(f)(x1 ∧ · · · ∧ xr)∥F,det = ∥f(x1) ∧ · · · ∧ f(xr)∥F,det

⩽
r∏
i=1

∥f(xr)∥F ⩽ ∥f∥r
r∏
i=1

∥xi∥E .

由于 det(E) 和 det(F ) 都是⼀维 K-线性空间, 知

∥ det(f)(x1 ∧ · · · ∧ xr)∥F,det = ∥ det(f)∥ · ∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥E,det.

从⽽

∥ det(f)∥ ⩽ ∥f∥r ∥x1∥E · · · ∥xr∥E
∥x1 ∧ · · · ∧ xr∥E,det

.

对 (x1, . . . , xr) 取下确界, 从 (3.10) 得到不等式 ∥ det(f)∥ ⩽ ∥f∥r.
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命题 3.2.17. 假设 |.| 是非阿基米德绝对值. 若 (E, ∥.∥) 是有限维赋范线性
空间, 那么 ∥.∥∗∗ 是处处不⼤于 ∥.∥ 的最⼤的超范数. 换句话说, 如果 E 上

的超范数 ∥.∥′ 满⾜ ∥.∥′ ⩽ ∥.∥, 那么有 ∥.∥′ ⩽ ∥.∥∗∗. 特别地, 如果 ∥.∥ 已是超
范数, 那么 ∥.∥∗∗ = ∥.∥.

证明: 设 α ∈ ]0, 1[. 由命题 3.2.15 知 (E, ∥.∥) 具有某 α-正交基 (ei)
r
i=1.

令 (e∨i )
r
i=1 为 (ei)

r
i=1 在 E∨ 中的对偶基. 由命题 3.2.12 (b) 知 (ei)

r
i=1 是

(E, ∥.∥∗∗) 的 α-正交基. 对任意 x = λ1e1 + · · ·+ λrer ∈ E, 有

∥x∥∗∗ ⩾ α max
i∈{1,...,r}

|λi| · ∥ei∥∗∗ ⩾ α2 max
i∈{1,...,r}

|λi| · ∥ei∥ ⩾ α2∥x∥′,

其中第⼆个不等式来⾃命题 3.2.12 (c). 令 α 趋于 1 便得到 ∥.∥′ ⩽ ∥.∥∗∗.

3.2.10 张量积

设 (E, ∥.∥E) 为有限维赋范线性空间, (M, ∥.∥M ) 为⼀维赋范线性空间.
由于 M 的维数为 1, 任意 E ⊗K M 中的元素可以写成 s ⊗ ℓ 的形式, 其中

s ∈ E, ℓ ∈M . 另外, 如果 s⊗ ℓ = s′ ⊗ ℓ′ 且 s ̸= 0, 那么存在 K 中的元素 a

使得 s′ = as 且 ℓ = aℓ′, 从⽽等式

∥s∥E · ∥ℓ∥M = ∥s′∥E · ∥ℓ′∥M

成⽴. 这样函数

E ⊗K M −→ R⩾0, s⊗ ℓ 7−→ ∥s∥E · ∥ℓ∥M

是 E ⊗K M 上的范数, 称为 ∥.∥E 和 ∥.∥M 的张量积. 不难证明, 如果 ∥.∥E
是超范数, 那么 ∥.∥E 与 ∥.∥M 的张量积也是超范数.

3.2.11 正交直和

假设 |.| 为⾮阿基⽶德绝对值. 令 (Ei, ∥.∥i), i ∈ {1, . . . , n} 为⼀族有限

维赋超范线性空间, E = E1 ⊕ · · · ⊕ En 为这些线性空间的直和. 考虑 E 上

如下定义的超范数 ∥.∥:

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ E1 ⊕ · · · ⊕ En, ∥x∥ = max
i∈{1,...,n}

∥xi∥i.
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该范数称为 ∥.∥1, . . . , ∥.∥n 的正交直和. 由定义不难看出, 若将 Ei 视为 E

的线性⼦空间, 那么 ∥.∥ 在 Ei 上的限制等于 ∥.∥i. 另外, 若对任意 i ∈
{1, . . . , n}, ei = (ei,j)

ri
j=1 是 (Ei, ∥.∥i) 的⼀组 α-正交基, 其中 α ∈ ]0, 1],

那么
∪n
i=1 ei 是 (E, ∥.∥) 的 α-正交基. 这样由命题 3.2.15 推出, 对任意

(ηi)
n
i=1 ∈ det(E1)× · · · × det(En) 有

∥η1 ∧ · · · ∧ ηn∥det =
n∏
i=1

∥ηi∥i,det. (3.12)

另外, 如果将 E 的对偶空间等同于 E∨
1 ⊕· · ·⊕E∨

n , 那么 ∥.∥ 的对偶范数满⾜

∀ f = (f1, . . . , fn) ∈ E∨
1 ⊕ · · · ⊕ E∨

n , ∥f∥∗ = max
i∈{1,...,n}

∥fi∥i,∗.

事实上, 对任意 x = (x1, . . . , xn) ∈ E1 ⊕ · · · ⊕ En,

|f(x)| = |f1(x1) + · · ·+ fn(xn)| ⩽ max
i∈{1,...,n}

|fi(xi)|

⩽ max
i∈{1...,n}

∥fi∥i,∗ · ∥xi∥i ⩽ ∥x∥ · max
i∈{1,...,n}

∥fi∥i,∗.

反过来, 对任意 i ∈ {1, . . . , n} 有

∥f∥∗ ⩾ sup
xi∈Ei\{0}

|f(xi)|
∥xi∥i

= sup
xi∈Ei\{0}

|fi(xi)|
∥xi∥i

= ∥fi∥i,∗.

注 3.2.18. 假设 |.| 是 R 或 C 上通常的绝对值. 设 (Ei, ∥.∥i), i ∈ {1, . . . , n}
为⼀族有限维赋范线性空间, 并假设 ∥.∥1, . . . , ∥.∥n 都是由内积诱导的范数.
那么 E = E1 ⊕ · · · ⊕ En 上如下定义的范数 ∥.∥ 也是由内积诱导的范数

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ E1 ⊕ · · · ⊕ En, ∥x∥ =
√
∥x1∥21 + · · ·+ ∥xn∥2n.

这个范数是通常意义下 ∥.∥1, . . . , ∥.∥n 的正交直和. 不难验证, 如果对任意

i ∈ {1, . . . , n}, ei 是 (Ei, ∥.∥i) 的标准正交基, 那么
∪n
i=1 ei 是 (E, ∥.∥) 的标

准正交基. 另外, ∥.∥∗ 等同于 ∥.∥1,∗, . . . , ∥.∥n,∗ 的正交直和. 最后, 对于任意

(ηi)
n
i=1 ∈ det(E1)× · · · × det(En) 有

∥η1 ∧ · · · ∧ ηn∥det =
n∏
i=1

∥ηi∥i,det.
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3.2.12 纯范数

假设 |.| 是⾮阿基⽶德绝对值并令 K◦ 为其赋值环. 若 E 为有限维 K-线
性空间, 所谓 E 中的网格, 是指 E 的有界33并包含 E 的⼀组基的⼦ K◦-模.
从定义不难看出, 如果 |.| 是⾮平凡的绝对值并且 ∥.∥ 是 E 上的超范数, 对

任意 ε > 0, 以 ε 为半径的闭球

(E, ∥.∥)⩽ε := {s ∈ E | ∥s∥ ⩽ ε}

和开球

(E, ∥.∥)<ε := {s ∈ E | ∥s∥ < ε}

都是 E 中的⽹格.

命题 3.2.19. 设 E 为有限维 K-线性空间, E 为 E 中的⽹格. 对任意 s ∈ E,
令

∥s∥E := inf{|a| | a ∈ K×, a−1s ∈ E}.

那么以下命题成立.

(1) 函数 ∥.∥E 是 E 上的超范数, 并且 E ⊂ (E, ∥.∥E)⩽1.

(2) 如果 E 是有限⽣成 K◦-模, 那么它是自由 K◦-模, 并且 E 在 K◦ 上的

任意⼀组基都是 (E, ∥.∥E) 的标准正交基.

(3) 当 |.|是离散绝对值时 E 总是有限⽣成自由K◦-模,并且 E = (E, ∥.∥E)⩽1.

证明: 当 |.| 是平凡的绝对值时有 K◦ = K 且 E = E. 此时 ∥.∥E 在 E \ {0}
上恒取值 1, 在 0 上取值 0. 从⽽ ∥.∥E 是 E 上的超范数, 并且 E 的任意⼀

组基都是 (E, ∥.∥) 的标准正交基. 以下假设 |.| 是⾮平凡的绝对值.
(1) 对任意 x ∈ E, 令

Ax = {a ∈ K× | a−1x ∈ E}.

设 (ei)
r
i=1 为 E 中的元素, 构成 E 在 K 上的⼀组基. 若 x = a1e1+ · · ·+arer,

其中 (a1, . . . , ar) ∈ Kr, 那么存在 b ∈ K× 使得 {ba1, . . . , bar} ⊂ K◦. 这说

明 b−1 ∈ Ax. 从⽽对任意 x ∈ E 有 Ax ̸= ∅. 所以 ∥.∥E 是定义在 E 上的⾮

33这⾥的有界性是指相对于 E 的某个范数来说有界, 由定理 3.2.5 知这也等价于相对于 E 的任意⼀个

范数来说有界.
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负实值函数. 另外, 对任意 a ∈ K×, 映射 b 7→ ab 是从 Ax 到 Aax 的⼀⼀对

应, 从⽽等式 ∥ax∥E = |a| · ∥x∥E 成⽴.
设 x 和 y 为 E 中两个元素, a ∈ Ax 且 b ∈ Ay. 那么 {a−1x, b−1y} ⊂ E .

由于 K◦ 是赋值环, 要么 b−1a ∈ K◦, 要么 a−1b ∈ K◦. 从⽽由等式

a−1(x+ y) = a−1x+ a−1y = a−1x+ (a−1b)(b−1y),

b−1(x+ y) = b−1x+ b−1y = (b−1a)(a−1x) + b−1y

推出 a ∈ Ax+y 或 b ∈ Ax+y. 所以强三⾓形不等式

∥x+ y∥E ⩽ max{∥x∥E , ∥y∥E}

成⽴.
假设存在 x ∈ E \ {0} 使得 ∥x∥E = 0, 那么存在 Ax 中的序列 (an)n∈N

使得 limn→+∞ |an| = 0. 然⽽ a−1
n x ∈ E 对任意 n ∈ N 成⽴, 这与 E 有界的

假设⽭盾. 这样我们证明了 ∥.∥E 是 E 上的超范数.
如果 x 是 E 中的元素, 那么 1 ∈ Ax, 从⽽ 1 = |1| ⩾ ∥x∥E .
(2) 由于 E 是 E 的⼦ K◦-模, 它是⽆挠 K◦-模. 如果 E 是有限⽣成

K◦-模, 由于 K◦ 是赋值环, 知 E 是⾃由模 (见 [24] Chapter VI, §4, no.6,
Lemma 1). 设 (ei)

r
i=1 为 E 在 K◦ 上的⼀组基. 设 x 为 E 中的元素, 形如

λ1e1 + · · ·+ λrer, (λ1, . . . , λr) ∈ Kr.

若 a是 Ax 中的元素, 那么对任意 i ∈ {1, . . . , r} 有 a−1λi ∈ K◦, 即 |λi| ⩽ |a|.
从⽽ max{|λ1|, . . . , |λr|} ⩽ ∥x∥E . 反过来, 如果 j ∈ {1, . . . , r} 使得

|λj | = max{|λ1|, . . . , |λr|} > 0,

那么对任意 i ∈ {1, . . . , r} 有 λiλ
−1
j ∈ K◦. 从⽽ λ−1

j x ∈ E , 即 λj ∈ Ax. 这

样就得到

∥x∥E ⩽ |λj | = max{|λ1|, . . . , |λr|}.

从⽽ (ei)
r
i=1 是 (E, ∥.∥E) 的标准正交基.

(3) 如果 |.| 是离散绝对值, 那么 K◦ 是 Noether 环, ⽽ E 的有界性说

明了 E 是某有限⽣成 K◦-模的⼦模, 从⽽也是有限⽣成模. 上⼀段的证明说

明了 E 是⾃由 K◦-模. 令 (ei)
r
i=1 为 E 在 K◦ 上的⼀组基, 它是 (E, ∥.∥E)

的标准正交基. 设 x ∈ E 形如 a1e1 + · · · + arer, 其中 (a1, . . . , ar) ∈ Kr.
如果 x ∈ E , 那么对任意 i ∈ {1, . . . , r} 有 ai ∈ K◦. 从⽽ x ∈ E . 这说明
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(E, ∥.∥E) 的单位闭球包含在 E 之中. 前⾯又证明了反向的包含关系, 从⽽等

式 E = (E, ∥.∥E)⩽1 成⽴.

定义 3.2.20. 设 (E, ∥.∥) 为 K 上的有限维赋范线性空间. 假设存在 E 中的

⽹格 E , 使得 ∥.∥ = ∥.∥E , 那么说 ∥.∥ 是纯范数.

命题 3.2.21. 设 (E, ∥.∥) 为 K 上的有限维赋超范线性空间, E = (E, ∥.∥)⩽1

为其单位闭球. 那么对任意 x ∈ E 有 ∥x∥ ⩽ ∥x∥E . 另外, 以下条件等价:

(1) ∥.∥ 是纯范数,

(2) ∥.∥ = ∥.∥E ,

(3) ∥.∥ 的像包含于 |.| 的像的闭包之中.

特别地, 如果 |.| 不是离散的绝对值, 那么 ∥.∥ 总是纯范数; 如果 |.| 是离散的
绝对值, 那么 ∥.∥ 是纯范数当且仅当 (E, ∥.∥) 具有⼀组标准正交基.

证明: 设 a ∈ K× 使得 a−1x ∈ E , 那么

∥a−1x∥ =
∥x∥
|a|

⩽ 1,

即 ∥x∥ ⩽ |a|. 从⽽不等式 ∥x∥ ⩽ ∥x∥E 成⽴.
以下证明三个条件的等价性. 依定义不难看出 (2) 蕴含 (1), 以及 (1) 蕴

含 (3). 以下证明 (3) 蕴含 (2). 假设 ∥.∥ 的像包含于 |.| 的像的闭包之中. 对

任意 x ∈ E,

∥x∥E = inf{|a| | a ∈ K×, a−1x ∈ E} = inf{|a| | a ∈ K×, |a| ⩾ ∥x∥}.

由于 ∥x∥ 属于 |.| 的像的闭包, 知 ∥x∥E = ∥x∥.
当 |.| 不是离散绝对值时, |.| 的像在 R⩾0 中稠密, 所以 ∥.∥ 是纯范数. 假

设 |.| 是离散绝对值. 如果 ∥.∥ 是纯范数, E = (E, ∥.∥)⩽1, 那么 ∥.∥ = ∥.∥E . 由

命题 3.2.19 知 E 是有限⽣成⾃由 K◦-模, 并且 E 的任意⼀组基都是 (E, ∥.∥)
的标准正交基. 反过来, 如果 (ei)

r
i=1 是 (E, ∥.∥) 的标准正交基, 那么

∀ (a1, . . . , ar) ∈ Kr, ∥a1e1 + · · ·+ arer∥ = max
i∈{1,...,r}

|ai| ∈ Im(|.|).

这说明了 ∥.∥ 是纯范数.
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定义 3.2.22. 设 (E, ∥.∥) 为 K 上的有限维赋超范线性空间, E = (E, ∥.∥)⩽1

为 (E, ∥.∥) 的单位闭球. 那么范数 ∥.∥E 称为 ∥.∥ 的纯化, 通常记作 ∥.∥pur.
由命题 3.2.21 知, ∥.∥ 是纯范数当且仅当其纯化等于⾃⾝. 另外, 命题 3.2.19
说明了 (E, ∥.∥E) 的单位闭球等于 E . 另外, 为了叙述⽅便, 如果 (E, ∥.∥) 是

某阿基⽶德赋值域上的有限维线性赋范空间, 约定 ∥.∥pur := ∥.∥.

注 3.2.23. 假设 |.| 是离散的绝对值. 设 (E, ∥.∥) 为 K 上的有限维赋超范线

性空间并设 (ei)
r
i=1 为 (E, ∥.∥) 的⼀组正交基. 那么 (ei)

r
i=1 也是 (E, ∥.∥pur)

的⼀组正交基. 事实上, 如果 x = a1e1 + · · · + arer 是 E 中的⾮零元素, 其

中 (a1, . . . , ar) ∈ Kr, 那么

∥x∥pur = min{|a| | a ∈ K×, ∥x∥ = max{∥a1e1∥, . . . , ∥arer∥} ⩽ |a|}.

⽽对任意 i ∈ {1, . . . , r} 有

∥aiei∥pur = min{|a| | a ∈ K×, ∥aiei∥ ⩽ |a|}.

从⽽

∥x∥pur = max
i∈{1,...,r}

∥aiei∥pur.

3.3 有理函数域上的绝对值

本节中固定⼀个域 k, ⽤ k(T ) 表⽰多项式环 k[T ] 的分式域. 由欧⼏⾥

得除法知 k[T ] 是主理想整环, k[T ] 的任意⾮零理想 I 中都有唯⼀的⾸⼀多

项式 ϖI 构成理想 I 的⽣成元. 另外, k[T ] 的理想 p 是极⼤理想当且仅当

ϖp 是不可约多项式; k[T ] 的⾮零素理想都是极⼤理想.
本节中我们考虑限制在 k 上是平凡绝对值的那些 k(T ) 上的绝对值. 由

于 Z → k(T ) 的像包含在 k 之中, 这样的绝对值在 Z → k(T ) 的像上的限制

是有界函数, 所以⼀定是⾮阿基⽶德绝对值.

3.3.1 对应于多项式环极大理想的绝对值

定义 3.3.1. ⽤ Spm(k[T ]) 来表⽰多项式环 k[T ] 的所有极⼤理想构成的集

合. 由多项式的唯⼀分解定理知, k(T ) 中的任意⾮零元 f 可以分解成

f = a(f)
∏

p∈Spm(k[T ])

ϖ
ordp(f)
p
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的形式, 其中 a(f) ∈ k×, ordp(f) ∈ Z, ⽽且⾄多只有有限多个 p ∈ Spm(k[T ])

使得 ordp(f) ̸= 0. 约定 ordp(0) = +∞. 这样得到⼀个函数

ordp : k(T ) −→ Z ∪ {+∞}.

由定义不难看出, 对任意 (f, g) ∈ k(T )× k(T ) 有

ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g). (3.13)

注意到对任意 F ∈ k[T ] 有 ordp(F ) ⩾ 0, 并且 ordp(F ) = 0 当且仅当

F ∈ k[T ] \ p.

命题 3.3.2. 设 p 为 k[T ] 的极⼤理想.

(a) 对任意 (f, g) ∈ k(T )× k(T ) 有

ordp(f + g) ⩾ min{ordp(f), ordp(g)}. (3.14)

(b) 对任意 q ∈ R>1, 映射 (约定 q−∞ = 0)

|.|p,q : k(T ) −→ R⩾0, f ∈ k(T ) 7−→ |f |p,q = q− ordp(f) deg(ϖp)

是 k(T ) 上的非阿基米德绝对值, 其在 k 上的限制是平凡的绝对值.

(c) 对任意 q ∈ R>1,
p = {f ∈ k[T ] | |f |p,q < 1}

证明: (a) 依定义, 任意 k(T ) 中的⾮零元 f 可以写成

f = ϖ
ordp(f)
p

Gf
Hf

的形式, 其中 Gf 和 Hf 是 k[T ] \ p 中的元素. 令 f 和 g 为 k(T ) 中两个⾮

零元, a = ordp(f), b = ordp(g). 不妨设 a ⩽ b, 那么

f + g = ϖa
p

(Gf
Hf

+
ϖb−a

p Gg

Hg

)
= ϖa

p

GfHg +ϖb−a
p GgHf

HfHg

由于函数 ordp(.) 在 k[T ] 上取⾮负值, 在 k[T ] \ p 上恒取值 1, 由 (3.13) 知

ordp(f + g) ⩾ a.
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(b) 依定义知, 对任意 f ∈ k(T ), |f |p,q = 0 当且仅当 f = 0. 对不等式

(3.13) 和 (3.14) 取 qdeg(ϖp) 的幂便知道 |.|p,q 是 k(T ) 上的⾮阿基⽶德绝对

值. 最后, 若 a ∈ k×, 那么 ordp(a) = 0, 从⽽ |a|p,q = 1.
(c) 任意 k[T ] 中的⾮零元 f 可以写成 ϖ

ordp(f)
p G 的形式, 其中 G ∈

k[T ] \ p. 所以 f ∈ p 当且仅当 ordp(f) > 0, 也就是说 |f |p,q < 1.

命题 3.3.3. 设 |.| 是 k(T ) 上非平凡的绝对值, 在 k 上的限制是平凡绝对值,
并使得 |T | ⩽ 1.

(a) 对任意 F ∈ k[T ] 有 |F | ⩽ 1.

(b) p = {F ∈ k[T ] | |F | < 1} 是 k[T ] 的极⼤理想.

(c) 对任意 f ∈ k(T ) 有

|f | = |ϖp|ordp(f).

证明: (a) 设 F 形如

anT
n + an−1T

n−1 + · · ·+ a0,

其中 n ∈ N, (a0, . . . , an) ∈ kn+1. 由于 |.| 在 k 上的限制是平凡绝对值, 知对

任意 i ∈ {0, . . . , n} 有 |ai| ⩽ 1. 另外, 由于 |.| 是⾮阿基⽶德绝对值,

|F | ⩽ max
i∈{0,...,n}

|ai| · |T |i ⩽ 1.

(b) 由 (a) 知 k[T ] 中的元素 F 属于 k[T ] \ p 当且仅当 |F | = 1. 这说明

了 k[T ] \ p 中两个多项式的乘积仍属于 k[T ] \ p, 也就是说 p 是素理想. 如

果 p 是零理想, 那么对任意⾮零多项式 F ∈ k[T ] 有 |F | = 1, 从⽽对任意

f ∈ k(T ) \ {0} 也有 |f | = 1. 这与绝对值 |.| 在 k(T ) 上⾮平凡的假设⽭盾.
(c) 不妨设 f ⾮零. 将 f 写成

f = ϖ
ordp(f)
p

G

H

的形式, 其中 G 和 H 是 k[T ] \ p 中的元素. 由于 |.| 在 k[T ] \ p 上的限制恒

取 1 为其值, 知
|f | = |ϖp|ordp(f).
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3.3.2 “无穷远点” 处的绝对值

定义 3.3.4. ⽤ deg : k[T ] → N ∪ {−∞} 表⽰多项式的次数函数, 其中约定

零多项式的次数等于 −∞. 由于多项式乘积的次数等于次数的乘积, 可以定

义映射 ord∞ : k(T ) → Z ∪ {+∞}, 使得

∀ (F,G) ∈ k[T ]× (k[T ] \ {0}), ord∞(F/G) = deg(G)− deg(F ).

这个映射满⾜以下条件:

∀ (f, g) ∈ k(T )× k(T ), ord∞(fg) = ord∞(f) + ord∞(g). (3.15)

另外,
ord∞(f) = +∞ 当且仅当 f = 0. (3.16)

命题 3.3.5. (a) 对任意 (f, g) ∈ k(T )× k(T ) 有

ord∞(f + g) ⩾ min{ord∞(f), ord∞(g)}. (3.17)

(b) 对任意 q > 1, 映射

|.|∞,q : k(T ) −→ R⩾0, |f |∞,q := q− ord∞(f)

是 k(T ) 上的非阿基米德绝对值.

(c) 设 |.| 为 k(T ) 上的绝对值, 在 k 上的限制是平凡绝对值, 并使得 |T | >
1. 那么对任意 f ∈ k(T ) 有

|f | = |T−1|− ord∞(f).

证明: (a) 通过将 f 和 g 通分, 不妨假设 f 和 g 都是多项式. 此时要证的

不等式来⾃

∀ (F,G) ∈ k[T ]× k[T ], deg(F +G) ⩽ max{deg(F ), deg(G)}.

(b) 是 (3.16), (3.15) 和 (3.17) 的直接推论.
(c) 设 F = an0

Tn0 + an1
Tn1 + · · · + anℓT

nℓ 为 k[T ] 中的⾮零元, 其中

{an0
, . . . , anℓ} ⊂ k \ {0} 且 n0 < n1 < . . . < nℓ. 由于

∀ i ∈ {0, . . . , ℓ}, |aniTni | = |T |ni ,
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知 |an0
Tn0 | < . . . < |anℓTnℓ |. 从⽽

|F | = |T |nℓ = |T |deg(F ) = |T−1|− ord∞(F ).

对于⼀般的 f ∈ k(T ), 可以将 f 写成 F/G 的形式, 其中 (F,G) ∈ k[T ] ×
(k[T ] \ {0}). 这样

|f | = |F |
|G|

=
|T−1|− ord∞(F )

|T−1|− ord∞(G)
= |T−1|− ord∞(f).

3.3.3 乘积公式

定义 3.3.6. 设 k为域. ⽤ P1,(1)
k 表⽰ k[T ]的极⼤理想组成的集合 Spm(k[T ])

与单点集 {∞} 的⽆交并.

定理 3.3.7 (乘积公式). 令 q 为⼤于 1 的实数. 对任意 k(T ) 中的非零元 f ,
存在 P1,(1)

k 的有限⼦集 Sf , 使得对任意 x ∈ P1,(1)
k \ Sf 有 |f |x,q = 1. 并且以

下等式成立 ∏
x∈P1,(1)

k

|f |x,q = 1. (3.18)

证明: 将 f 写成

c(f)
∏

p∈Spm(k[T ])

ϖ
ordp(f)
p ,

的形式, 其中 c(f) ∈ k×. 由于只有有限多个 p ∈ Spm(k[T ]) 使得 ordp(f) ̸=
0, 知除了有限多个 p ∈ Spm(k[T ]) 以外有 |f |p,q = 1. 另外,

ord∞(f) =
∑

p∈Spm(k[T ])

ord∞(ϖp) ordp(f) = −
∑

p∈Spm(k[T ])

ln |f |p,q
ln(q) .

取 q 的幂后便得到等式 (3.18).

3.4 有理函数域上的算术向量丛

本节中固定⼀个⼤于 1 的实数 q. 对任意 x ∈ P1,(1)
k , 令

Nx =

qdeg(ϖx), 若 x ∈ Spm(k[T ]),

q, 若 x = ∞,
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并⽤ |.|x 来简记 k(T ) 上的绝对值

|.|x,q = N− ordx(.)
x .

令 k(T )x 为域 k(T ) 相对于绝对值 |.|x 的完备化.
所谓 k(T ) 上的算术向量丛, 是指如下的数学对象

E = (E, (∥.∥x)x∈P1,(1)
k

),

其中 E 是有限维 k(T )-线性空间, ∥.∥x 是 Ex := E ⊗k(T ) k(T )x 上的超范数,
满⾜以下条件:

(1) 对任意 x ∈ P1,(1)
k , 赋超范线性空间 (Ex, ∥.∥x) 具有⼀组标准正交基34,

(2) 存在 E 的⼀组基 (ei)
r
i=1 以及 Spm(k[T ]) 的有限⼦集 S, 使得对任意

x ∈ Spm(k[T ]) \ S, (ei)ri=1 都是 (Ex, ∥.∥x) 的标准正交基.

当 E 是⼀维 k(T )-线性空间时, 也说 E 是算术线丛.

例 3.4.1. 设 E = (E, (∥.∥x)x∈P1,(1)
k

) 为 k(T ) 上的算术向量丛.

(1) 由命题 3.2.12 知 E 的对偶空间 E∨ 以及对偶范数族 (∥.∥x,∗)x∈P1,(1)
k

构

成⼀个 k(T ) 上的算术向量丛, 记作 E∨.

(2) 设 M = (M, (∥.∥′x)x∈P1,(1)
k

) 为 k(T ) 上的算术线丛. 对任意 x ∈ P1,(1)
k ,

令 ∥.∥′′x 为 Ex ⊗Mx 上的超范数, 使得

∀ (s, ℓ) ∈ Ex ×Mx, ∥s⊗ ℓ∥′′x = ∥s∥x · ∥ℓ∥′x.

那么

E ⊗M := (E ⊗M, (∥.∥′′x)x∈P1,(1)
k

)

是 k(T ) 上的算术向量丛.

(3) 由命题 3.2.15 (c) 知

det(E) := (det(E), (∥.∥x,det)x∈P1,(1)
k

)

是 k(T ) 上的算术向量丛.
34由于 |.|x 是离散绝对值, 这个条件也等价于要求 ∥.∥x 是纯范数, 见命题 3.2.21.
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3.4.1 算术向量丛的正交直和分解

引理 3.4.2. 设 (V, ∥.∥) 为 (k(T )∞, |.|∞) 上有限维赋超范线性空间, r 为 V

的维数, 且 GLr(k[T ]) 是由系数在 k[T ] 中且⾏列式属于 k× 的那些 r× r ⽅

阵组成的集合. 假设 (V, ∥.∥) 具有⼀组标准正交基. 若

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,r

a2,1 a2,2 · · · a2,r
...

... . . . ...
ar,1 ar,2 · · · ar,r

 ∈ GLr(k[T ])

且 v = (vi)
r
i=1 是 V 的⼀组基, 用 Av 来表示如下 V 的基

(Av)i := ai,1v1 + · · ·+ ai,rvr, i ∈ {1, . . . , r}.

那么对于 V 的任意⼀组基 v, 存在 A0 ∈ GLr(k[T ]), 使得 A0v 是 (V, ∥.∥) 的
正交基.

证明: 假设 (ei)
r
i=1 是 V 的⼀组标准正交基. 那么对任意 k(T )r∞ 中的⾮零

元 (λ1, . . . , λr) 有

∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥ = max
i∈{1,...,r}

|λi| ∈ {qn | n ∈ Z}.

换句话说, ∥.∥ 在 V \ {0} 上的限制取值在 {qn | n ∈ Z} 中. 固定 V 的⼀组

基 v = (vi)
r
i=1. 考虑映射

Ψ : GLr(k[T ]) −→ Z, A 7−→
r∑
i=1

ln ∥(Av)i∥
ln(q) .

注意到由 (3.9) 知

r∏
i=1

∥(Av)i∥ ⩾ ∥(Av)1 ∧ · · · ∧ (Avr)∥det = | det(A)|∞ · ∥v1 ∧ · · · ∧ vr∥det.

由于 det(A) ∈ k×, 知 | det(A)|∞ = 1. 所以函数 Ψ 有正的下界, 从⽽在某

A0 ∈ GLr(k[T ]) 处取到最⼩值. 将 v 换成 A0v 后不妨设 A0 是单位矩阵.
交换 v 中向量的次序后不妨设

∥v1∥ ⩽ . . . ⩽ ∥vr∥.
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设 (λ1, . . . , λr) 为 k[T ]r 中的⾮零元, s = λ1v1 + · · ·+ λrvr,

b = max
i∈{1,...,r}

∥λivi∥, J = {i ∈ {1, . . . , r} | ∥λivi∥ = b}.

将 J 中的元素写成⼀个升链

i1 < . . . < in

并令

z = λi1vi1 + · · ·+ λinvin .

由于

∥vi1∥ ⩽ . . . ⩽ ∥vin∥,

知

deg(λi1) ⩾ . . . ⩾ deg(λin).

从⽽由欧⼏⾥得除法知存在 k[T ] 中的元素 a1, . . . , an, 使得 an = 1 且

∀ j ∈ {1, . . . , n}, deg(λij − ajλin) < deg(λij ).

将 z 写成

z = λin(a1vi1 + · · ·+ anvin) +
n∑
j=1

(λij − ajλin)vij

的形式. 注意到系数在 k[T ] 中且对⾓线上元素均为 1 的 r×r 下三⾓矩阵是

GLr(k[T ]) 中的元素. 考虑下三⾓矩阵 A, 使得对任意 j ∈ {1, . . . , r} \ {in}
有 (Av)j = vj 且

(Av)in = a1vi1 + · · ·+ anvin .

由 Ψ(A) ⩾ Ψ(Ir) 知

∥a1vi1 + · · ·+ anvin∥ ⩾ ∥vin∥.

所以

∥λin(a1vi1 + · · ·+ anvin)∥ = |λin |∞ · ∥a1vi1 + · · ·+ anvin∥

⩾ |λin |∞ · ∥vin∥ = b.

由于 ∥.∥ 是超范数, 知

∥λin(a1vi1 + · · ·+ anvin)∥ ⩽ |λin |∞ · ∥anvin∥ = b,
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从⽽

∥λin(a1vi1 + · · ·+ anvin)∥ = b.

⽽对于 j ∈ {1, . . . , n− 1} 有

∥(λij − ajλin)vj∥ = |λij − ajλin |∞ · ∥vj∥ < b.

从⽽由命题 3.2.2 (a) 知 ∥z∥ = b, 进⽽ ∥s∥ = b. 最后, 由范数的数乘法则和

k(T ) 在 k(T )∞ 中的稠密性知

∀ (λ1, . . . , λr) ∈ k(T )r∞, ∥λ1v1 + · · ·+ λrvr∥ = max
i∈{1,...,r}

|λi|∞ · ∥vi∥,

即 (vi)
r
i=1 构成 (V, ∥.∥) 的正交基.

定理 3.4.3. 设 E 为 k(T ) 上的算术向量丛, r = dimk(T )(E). 令

E = {s ∈ E | ∀ p ∈ Spm(k[T ]), ∥s∥p ⩽ 1}.

那么如下命题成立.

(a) E 是 E 的秩为 r 的自由⼦ k[T ]-模.

(b) 存在 E 在 k(T ) 上的⼀组基 (si)
r
i=1, 在 (E∞, ∥.∥∞) 中是正交基, 并在

每个 (Ep, ∥.∥p) 中是标准正交基, 其中 p ∈ Spm(k[T ]).

证明: (a) 若 (s, t) ∈ E ×E , (a, b) ∈ k[T ]× k[T ], 那么对任意 p ∈ Spm(k[T ])

有

∥as+ bt∥p ⩽ max{|a|p · ∥s∥p, |b|p · ∥t∥p} ⩽ 1,

从⽽ as + bt ∈ E . 这说明了 E 是 E 的⼦ k[T ]-模. 令 (ei)
r
i=1 为 E 的⼀组

基, S 为 Spm(k[T ]) 的有限⼦集, 使得对任意 p ∈ Spm(k[T ]) \ S, (ei)ri=1 是

(Ep, ∥.∥p) 的标准正交基. 由定理 3.2.5, 知对任意 p ∈ S, 存在 cp > 0 使得

∀ (λ1, . . . , λr) ∈ k(T )rp, ∥λ1e1 + · · ·+ λrer∥p ⩾ cp max
i∈{1,...,r}

|λi|p.

对任意 p ∈ S, 令 np 为⾮负整数, 使得

|ϖp|np

p ⩽ cp,

并取

f =
∏
p∈S

ϖ
−np

p .
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那么有

E ⊂ fk[T ]e1 + · · ·+ fk[T ]er.

这样便知道 E 是有限⽣成⽆挠 k[T ]-模. ⽽ k[T ] 又是主理想整环, 所以 E 是

有限秩⾃由 k[T ]-模. 最后, 由于 E 是由 E ⽣成的 k(T )-线性空间, 知 E 的

秩等于 E 的维数.
(b) 令 v = (vi)

r
i=1 为 E 在 k[T ] 上的⼀组基. 设 (λ1, . . . , λr) ∈ k[T ]r

使得 λ1, . . . , λr 的最⼤公因式为 1. 由于 λ1v1 + · · · + λrvr ∈ E , 对任意

p ∈ Spm(k[T ]) 有

∥λ1v1 + · · ·+ λrvr∥p ⩽ 1.

另外, 对任意 p ∈ Spm(k[T ]),

ϖ−1
p (λ1v1 + · · ·+ λrvr) ̸∈ E ;

⽽对任意 q ∈ Spm(k[T ]) \ {p} 有

∥ϖ−1
p (λ1v1 + · · ·+ λrvr)∥q = ∥λ1v1 + · · ·+ λrvr∥q ⩽ 1.

这说明了

∥ϖ−1
p (λ1v1 + · · ·+ λrvr)∥p > 1,

从⽽

∥ϖ−1
p (λ1v1 + · · ·+ λrvr)∥p ⩾ Np = |ϖp|−1

p .

这样

∥λ1v1 + · · ·+ λrvr∥p = 1 = max{|λ1|p, . . . , |λr|p}.

通过范数的数乘法则和 k(T ) 在 k(T )p 中的稠密性知 (vi)
r
i=1 是 (Ep, ∥.∥p)

的标准正交基.
由引理 3.4.2 知存在 A ∈ GLr(k[T ]) 使得 (si)

r
i=1 = Av 是 (E∞, ∥.∥∞)

的正交基. 注意到 A 的逆矩阵也是 GLr(k[T ]) 中的元素. 这说明 (si)
r
i=1 仍

是 E 在 k[T ] 上的⼀组基, 从⽽是 (Ep, ∥.∥p) 的标准正交基, p ∈ Spm(k[T ]).
于是命题成⽴.

3.4.2 Arakelov 度数

定义 3.4.4. 设 E = (E, (∥.∥x)x∈P1,(1)
k

) 为 k[T ] 上的算术向量丛. ⽤ d̂eg(E)

表⽰整数

−
∑

x∈P1,(1)
k

ln ∥s1 ∧ · · · ∧ sr∥x,det
ln(q) ,
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其中 (si)
r
i=1 是 E 在 k(T ) 上的⼀组基. 注意到定理 3.3.7 说明了 d̂eg(E) 的

值和 (si)
r
i=1 的选择⽆关, 我们称之为 E 的 Arakelov 度数. 由定理 3.4.3

知, 存在 E 在 k(T ) 上的⼀组基 (si)
r
i=1, 使得对任意 x ∈ P1,(1)

k 来说 (si)
r
i=1

都是 (Ex, ∥.∥x) 的正交基. 此时由命题 3.2.15 (c) 可将 E 的 Arakelov 度数

写成

−
r∑
i=1

∑
x∈P1,(1)

k

ln ∥si∥x
ln(q) .

命题 3.4.5. 设 E = (E, (∥.∥x)x∈P1,(1)
k

) 和 M = (M, (∥.∥′x)x∈P1,(1)
k

) 分别为

k(T ) 上的算术向量丛和算术线丛. 那么以下命题成立.

(a) d̂eg(E ⊗M) = d̂eg(E) + dim(E) d̂eg(M).

(b) d̂eg(E∨) = − d̂eg(E).

证明: (a) 设 E ⊗M 形如

(E ⊗M, (∥.∥′′x)x∈P1,(1)
k

)

令 (si)
r
i=1 为 E 的⼀组基, 使得对任意 x ∈ P1,(1)

k , (si)ri=1 都是 (Ex, ∥.∥x) 的

正交基. 又令 ℓ 为 M 中的⾮零元. 那么 (si ⊗ ℓ)ri=1 是

(Ex ⊗Mx, ∥.∥′′x)

的正交基. 从⽽

d̂eg(E ⊗M) = −
r∑
i=1

∑
x∈P1,(1)

k

ln ∥si∥x + ln ∥ℓ∥′x
ln(q) = d̂eg(E) + dim(E) d̂eg(M).

(b) 令 (s∨i )
r
i=1 为 (si)

r
i=1 的对偶基, 那么由命题 3.2.15, 知对任意 x ∈

P1,(1)
k , (s∨i )ri=1 是 (E∨

x , ∥.∥x,∗) 的正交基, 并且 ∥s∨i ∥x,∗ = ∥si∥−1
x . 所以

d̂eg(E∨) = −
r∑
i=1

∑
x∈P1,(1)

k

ln ∥s∨i ∥x,∗
ln(q) = −d̂eg(E).

3.4.3 Riemann-Roch 定理

⽤

ωk(T )/k = (ωk(T )/k, (∥.∥ω,x)x∈P1,(1)
k

)
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表⽰如下的 k(T ) 上的算术线丛. ⾸先 ωk(T )/k = k 是平凡的 k-线性空间. 其

次范数 ∥.∥x 使得

∥1∥x =

1, 若 x ̸= ∞,

q2, 若 x = ∞.

设 E 为 k(T ) 上的算术向量丛. ⽤ Ĥ0(E) 来表⽰集合

{s ∈ E | ∀x ∈ P1,(1)
k , ∥s∥x ⩽ 1}.

定理 3.4.6 (有理函数域的 Riemann-Roch 定理). 对任意 k(T ) 上的算术向

量丛 E, Ĥ0(E) 是 E 的有限维 k-线性⼦空间. 另外, 等式

dimk(Ĥ
0(E))− dimk(Ĥ

0(E∨ ⊗ ωk(T )/k)) = deg(E) + dimk(T )(E) (3.19)

成立.

证明: 对任意整数 n, 令

Pn = {F ∈ k[T ] | deg(F ) ⩽ n}.

这样定义的 Pn 是有限维 k-线性空间, 其维数等于 max{n + 1, 0}. 由定

理 3.4.3, 知存在 E 的⼀组基 (si)
r
i=1, 是 (E∞, ∥.∥∞) 的正交基, 且对任意

p ∈ Spm(k[T ]) 来说是 (Ep, ∥.∥p) 的标准正交基. 对任意 i ∈ {1, . . . , r}, 令

ni = − ln ∥si∥∞
ln(q) .

这样便有

Ĥ0(E) = Pn1
s1 + · · ·+ Pnrsr.

从⽽ Ĥ0(E) 是 E 的有限维线性⼦空间. 并且 Ĥ0(E) 在 k 上的维数等于

r∑
i=1

max{ni + 1, 0}

令 (s∨i )
r
i=1 为 (si)

r
i=1 的对偶基, 由命题 3.2.15 知, 对任意 p ∈ Spm(k[T ]),

(s∨i )
r
i=1 是 (Ep, ∥.∥p,∗) 的标准正交基. 另外, (s∨i )ri=1 还是 (E∞, ∥.∥∞,∗) 的正

交基, 且 ∥s∨i ∥∞,∗ = ∥si∥−1
∞ . 从⽽

Ĥ0(E∨ ⊗ ωk(T )/k) = P−n1−2s
∨
1 + · · ·+ P−nr−2s

∨
r ,
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其在 k 上的维数为
r∑
i=1

max{−ni − 1, 0}.

这样等式 (3.19) 的左边等于

r∑
i=1

(max{ni + 1, 0} −max{−ni − 1, 0}) =
r∑
i=1

(ni + 1) = r +
r∑
i=1

ni.

从⽽该等式成⽴.

3.5 注记

前⼏节中我们从数论的⾓度考虑有理函数域. 从⼏何的观点来看, 有理

函数域中的元素应该看成是某个⼏何对象上取值在⼀些域中的函数. 在 §3.3
中看到, k(T ) 上⾮平凡但在 k 上平凡的绝对值形如 |.|x,q, 其中 x 是 k[T ] 的

极⼤理想或 x = ∞, q 是⼤于 1 的实数. 当 x 固定但 q 变化时, 绝对值 |.|x,q
在 k(T ) 上诱导相同的拓扑. 特别地, 离散赋值环

Ox := {f ∈ k(T ) | |f |x,q ⩽ 1}

以及其极⼤理想

mx := {f ∈ k(T ) | |f |x,q < 1}

不依赖于 q 的选择. 我们⽤ κ(x) 表⽰剩余类域 Ox/mx. 另外, ⽤ |.|η 表⽰

k(T ) 上的平凡绝对值, 并令 Oη = k(T ), mη = {0}, κ(η) = Oη/mη = k(T ).

定义 3.5.1. 定义 k 上的射影曲线为

P1
k := P1,(1)

k ∪ {η}.

对任意 f ∈ k(T ) 及 x ∈ P1
k, 如果 f ∈ Ox, 则⽤ f(x) 表⽰ f 在 κ(x) 中的剩

余类. 不难看出, 当 f(x) ̸= 0 时 f ∈ Ox \ mx, 所以 f−1 也是 Ox \ mx 中的

元素, 并且 f−1(x) = f(x)−1. 另外, 如果 f 和 g 是 k(T ) 中两个元素, 使得

f(x) 和 g(x) 同时有定义, 那么 (f + g)(x) 和 (fg)(x) 都有定义, 并且

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x).

对任意 f ∈ k(T ), 令

D(f) := {x ∈ P1
k | f(x) 有定义且 f(x) ̸= 0}.
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注意到 D(f) = ∅ 当且仅当 f = 0. 另外, 当 f ⾮零的时候,

P1
k \D(f) = {x ∈ P1,(1)

k | ordx(f) ̸= 0.}

从⽽ P1
k \D(f) 是有限集.

定义 3.5.2. 所谓 P1
k 上的 Zariski 拓扑, 是指由⼦集族 {D(f) | f ∈ k(T )}

⽣成的拓扑. 注意到对任意 f ∈ k(T )× 有 η ∈ D(f). 从⽽ η 属于 P1
k 的任

意⾮空开集, 也就是说 P1
k = {η}. 我们称 η 为 P1

k 的生成点. 另外, 对任意

x ∈ P1,(1)
k 有 D(ϖx) = P1

k \ {x}. 这说明了 P1,(1)
k 中的元素都是 P1

k 的闭点.
从⽽ P1

k 上的 Zariski 拓扑就是余有限拓扑.
对任意 P1

k 中的开集 U , 令

OP1
k
(U) := {f ∈ k(T ) | ∀x ∈ U, f ∈ Ox} =

∩
x∈U

Ox.

这是 k(T ) 的⼦ k-代数, 其中的元素可以看成是 U 上取值在各个剩余类域

κ(x), x ∈ P1
k 中的 “函数”. 当 U 取遍 P1

k 中开集时, OP1
k
(U) 构成 P1

k 上

的 k-代数层. 不难证明 (P1
k,OP1

k
) 构成⼀个局部环层空间, 特别地, 对任意

x ∈ P1
k 有 OP1

k,x
= Ox.

注 3.5.3. 假设 U 和 V 是 P1
k 中两个⾮空开集, 使得 V ⊂ U . 那么从定义看

出限制同态 OP1
k
(U) → OP1

k
(V ) 是单同态. 这说明 P1

k 上 “代数函数” 的延拓

具有唯⼀性. 类似地, 对任意 x ∈ U , 从 OP1
k
(U) 到 “函数芽环” Ox 的⾃然同

态也是单同态. 这些现象说明了在代数⼏何中, 局部的对象往往⾼度蕴含了

整体的信息.

定义 3.5.4. 之前讨论过的⼀些数论构造, ⽐⽅说 k(T ) 上的算术向量丛, 可

以放在代数⼏何框架下来考虑. 设 X 为环层空间, 所谓 OX-模, 是指对任意

X 的开⼦集 U 指定⼀个 OX(U)-模 E(U) 并对 X 的任意⼀对满⾜包含关系

U ⊃ V 的开⼦集 U 和 V 指定⼀个群同态

E(U) −→ E(V ), s 7−→ s|V ,

使得对任意 (a, s) ∈ OX(U)× E(U) 有

(as)|V = a|V s|V ,

并且对于任意满⾜关系 U ⊃ V ⊃W 的 X 的开⼦集 U , V 和 W , 有

∀ s ∈ E(U), (s|V )|W = s|W .
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通常将 E(U) 中的元素称作 E 在开集 U 上的截面.
不难看出, 如果 E 是 OX-模, U 是 X 的开⼦集, 那么

E(V ), V 是 U 的开⼦集

构成⼀个 OU -模, 记作 E|U . 另外, 对任意 x ∈ X, ⽤ Ex 表⽰商集∪
x 的邻域 U

E(U)

/
∼

其中

(s ∈ E(U)) ∼ (t ∈ E(V ))

当且仅当存在 x 的开邻域 W , 使得 W ⊂ U ∩ V 且 s|W = t|W . 不难看出,
Ex 上具有⾃然的 OX,x-模结构.

若 E 和 F 为两个 OX-模, 所谓从 E 到 F 的同态, 是指对任意 X 的开

集 U 指定⼀个 OX(U)-模同态 fU : E(U) → F(U), 使得对任意满⾜包含关

系 U ⊃ V 的 X 的开⼦集 U 和 V , 以下图表交换

E(U)
fU //

|V
��

F(U)

|V
��

E(V )
fV

// F(V )

如果每个 fU 都是同构, 则说 f 是从 E 到 F 的同构. 从 E 到 F 的 OX-模同

态的集合记作 HomOX (E ,F).
可以证明, 对任意集合 I, 存在⼀个 OX-模 O⊕I

X , 以及对任意 OX-模 F
从 HomOX (O⊕I

X ,F) 到 F(X)I 的双射 φF , 使得对任意 OX-模同态 f : E →
F , 下列图表交换

HomOX (O⊕I
X , E)

−◦f
��

φE // E(X)I

fIX
��

HomOX (O⊕I
X ,F) φF

// F(X)I

这样的 OX-模称为由 I ⽣成的自由 OX-模.
设 E 为 OX-模. 如果对于任意 x ∈ X 都存在 X 的开邻域 U , 使得 E|U

同构于某有限集⽣成的⾃由 OU -模, 那么称 E 为 X 上的向量丛. 如果 E 局

部同构于单点集⽣成的⾃由模, 就称之为线丛. 注意到当 E 是 X 上的向量

丛时, 对任意的 x ∈ X, Ex 是有限⽣成⾃由 OX,x-模.
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注 3.5.5. 考虑射影直线 P1
k 的情形. 假设 E 是 P1

k 上的向量丛, 那么 E = Eη
是有限维 Oη = k(T )-线性空间. 另外, 对任意 x ∈ P1

k \ {η}, Ex 是有限维⾃

由 Ox-模. 这个 Ox-模结构实际上决定了 Ex := E ⊗k(T ) k(T )x 上的⼀个范

数 ∥.∥x, 使得

∀ s ∈ Ex, ∥s∥ = inf{|a|x | a ∈ k(T )x, a
−1s ∈ Ex ⊗Ox k(T )

◦
x, }

其中 k(T )◦x = {a ∈ k(T )x | |a|x ⩽ 1} 是 k(T )x 的赋值环. 这样

(E, (∥.∥x)x∈P1,(1)
k

)

构成⼀个 k(T ) 上的算术向量丛.
反过来, 从某 k(T ) 上的算术向量丛

E = (E, (∥.∥x)x∈P1,(1)
k

)

出发也可以按如下⽅式构造 P1
k 上的向量丛. 对任意 P1

k 的开⼦集 U , 令

E(U) := {s ∈ E | ∀x ∈ U \ {η}, ∥s∥x ⩽ 1}.

特别地, E(X) = H0(E). 这样我们便在 k(T ) 上的算术向量丛与射影直线

P1
k 上向量丛之间建⽴了⼀个对应关系. ⽤代数⼏何的语⾔, 定理 3.4.3 可

以表述为: P1
k 上的任意向量丛均同构于⼀些线丛的直和. 这个结果最初

是 Grothendieck [62] 在黎曼球⾯的框架下⽤⼀般线性群的纤维丛的⽅法证

明的.

射影直线 P1
k 是概形的⼀个例⼦. 当域 k 上具有附加的⼏何结构时, 有

理函数域 k(T ) 可以有不同的⼏何实现. 设 |.| 是 k 上的绝对值. 若 X 是

Spec k 上的局部环层空间, ⽤ Xan 表⽰所有形如 ξ = (x, |.|ξ) 的对组成的集

合, 其中 x ∈ X, |.|ξ 是剩余类域 κ(x) 上的绝对值, 在 k 上的限制等于 |.|.
⽤ j : Xan → X 表⽰将 ξ = (x, |.|(ξ)) ∈ Xan 映为 x ∈ X 的映射. 对任

意 X 的开集 U 以及 f ∈ OX(U), ⽤ |f | 表⽰从 j−1(U) 到 R⩾0 的映射, 将

ξ ∈ j−1(U) = U an 映为 |f(j(x))|(ξ). 所谓 Xan 上的 Berkovich 拓扑, 是指使

得映射 j 以及所有形如 |f | 的函数都连续的最粗的拓扑, 其中 f ∈ OX(U),
U 是 X 的任意开⼦集. 考虑复数域 C 上通常的绝对值 |.|. 射影直线 P1

C 中

点的剩余类域是 C 或者 C(T ). 在 C(T ) 上没有延拓 |.| 的绝对值. 所以 P1,an
C

可以⾃然地等同于 Spm(C[T ]) ∪ {∞}. 另外, 对任意 x ∈ Spm(C[T ]) ∪ {∞},
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|.|(x) 是 C 上通常的绝对值35. 注意到 C[T ] 中的极⼤理想形如 (T −z0)C[T ],
其中 z0 ∈ C. 从⽽ P1

k 也可以看成是 C ∪ {∞}. 按定义,

OP1
k
(P1
k \ {∞}) = {f ∈ C(T ) | ∀ p ∈ Spm(C[T ]), ordp(f) ⩾ 0} = C[T ].

在 C 上使得所有多项式函数的绝对值连续的最粗的拓扑就是 C 上通常的距

离所诱导的拓扑 (可以考虑形如 (w ∈ C) 7→ |z − z0| 的函数). 另外, 若⽤ 0

表⽰ C[T ] 中由 T ⽣成的极⼤理想, 那么

OP1
k
(P1
k \ {0}) = C[T−1]

并且 (P1
C \ {0})an ∼= C 上的 Berkovich 拓扑也等同于 C 上通常的拓扑. 这样

便可将 P1,an
C 等同于黎曼球⾯.

4 绝对值的扩张

绝对值在域扩张上的延拓是代数数论中的重要⽅法. 本节中我们从赋值

域上线性赋范空间分析的⾓度来重新讨论绝对值的延拓. ⾸先我们⽤泛函分

析和压缩映射的不动点定理来证明完备⾮阿基⽶德赋值域上 Banach 空间

上的反函数定理并从中推出 Hensel 引理. 关于 Hensel 引理的各种等价形

式以及与赋值域上隐函数定理的关系可以参考 Kuhlman [81] 和 Ribenboim
[114] 的著作.

4.1 赋超范 Bananch 空间的分析

本节中令 (K, |.|) 为完备的⾮阿基⽶德赋值域, O 为其赋值环, m 为 O
的极⼤理想.

4.1.1 多重线性映射及其算子范数

假设 |.| 不是平凡的绝对值. 令 (E, ∥.∥) 和 (F, ∥.∥) 为 (K, |.|) 上完备的

赋超范线性空间. 设 n 为正整数, φn 为从 En 到 F 的映射. 如果对任意

i ∈ {1, . . . , n} 以及任意 (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ En−1, 映射

(xi ∈ E) −→ φn(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)

35注意将这个绝对值区别于 C(T ) 上的绝对值 |.|x.
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是线性映射, 则说 φn 是从 E 到 F 的 n-线性映射. 当 F = K 时, 从 E 到

K 的 n-线性映射也称为 E 上的 n-线性形式. 若 φn 是从 E 到 F 的 n-线性

映射, 令

∥φn∥ := sup
(x1,...,xn)∈(E\{0})n

∥φ(x1, . . . , xn)∥
∥x1∥ · · · ∥xn∥

∈ [0,+∞]. (4.1)

如果 ∥φn∥ < +∞, 则说 φn 是有界的. ⽤ L n(E;F ) 表⽰从 E 到 F 的

有界 n-线性映射组成的集合. 该集合在映射的加法和数量乘法运算下构成

⼀个 K-线性空间. 当 (F, ∥.∥) = (K, |.|) 时 L n(E;K) 简记为 L n(E). 公

式 (4.1) 定义了线性空间 L n(E;F ) 上的超范数, 使得 L n(E;F ) 成为⼀个

完备的赋超范线性空间. 另外, 任意从 E0 = {0} 到 F 的映射都称为从 E

到 F 的 0-线性映射. ⽤ L 0(E;F ) 表⽰这样的映射组成的集合. 该集合⾃

然地等同于 F , 我们赋之以 F 的范数. 当 (F, ∥.∥) = (K, |.|) 时 L 0(E;F ) 亦

简记为 L 0(E).

4.1.2 多重线性映射的形式级数

令 L •[[E;F ]] 为线性空间族 (L n(E;F ))n∈N 的直积. 若 φ ∈ L •[[E;F ]],
对任意 n ∈ N ⽤ φn ∈ L n(E;F ) 表⽰ φ 的第 n 个坐标. 令

L •
b [[E;F ]] :=

{
φ ∈ L •[[E;F ]] | sup

n∈N
∥φn∥ < +∞

}
,

并定义

∥.∥L • : L •
b [[E;F ]] −→ R⩾0, ∥φ∥ := sup

n∈N
∥φn∥.

这样定义的 ∥.∥L • 是 L •
b [[E;F ]] 上的超范数, 并且 L •

b [[E;F ]] 在该超范数下

构成完备的赋范线性空间.
设 m 和 n 为两个⾃然数, αm ∈ L n(E), φn ∈ Lm(E;F ). ⽤ αm ⊗ φn

表⽰从 Em+n = En × En 到 F 将 (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) 映为

αm(x1, . . . , xm)φn(y1, . . . , yn)

的映射. 这个映射是从 E 到 F 的 (n+m)-线性映射, 并且

∥αm ⊗ φn∥ = ∥αm∥ · ∥φn∥. (4.2)

若 (α, φ) ∈ L •
b [[E]]× L •

b [[E;F ]], 令

α⊗ φ :=

( ∑
(k,ℓ)∈N2

k+ℓ=n

αk ⊗ φℓ

)
n∈N

∈ L •[[E;F ]].
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由 (4.2) 和强三⾓形不等式知 α⊗ φ ∈ L •
b [[E;F ]], 并且

∥α⊗ φ∥L • ⩽ ∥α∥L • · ∥φ∥L • .

在 (F, ∥.∥) = (K, |.|) 的情形该构造赋予了 L •
b [[E]] ⼀个 K-代数结构. 这个

代数⼀般是⾮交换的. 另外, 上述构造还赋予了 L •
b [[E;F ]] ⼀个左 L •

b [[E]]-模
结构.

命题 4.1.1. 对任意 (α, φ) ∈ L •
b [[E]]× L •

b [[E,F ]], 下列等式成立:

∥α⊗ φ∥L • = ∥α∥L • · ∥φ∥L • . (4.3)

证明: 对任意 θ ∈ ]0, 1[, α ∈ L •
b [[E]], 以及 φ ∈ L •

b [[E;F ]], 令

∥α∥θ := sup
n∈N

θn∥αn∥, ∥φ∥θ := sup
n∈N

θn∥φn∥.

这样由强三⾓形不等式知, 对任意 (α, φ) ∈ L •
b [[E]]× L •

b [[E,F ]]b,

∥α⊗ φ∥θ ⩽ ∥α∥θ · ∥φ∥θ. (4.4)

注意到

lim
n→+∞

θn∥αn∥ = lim
n→+∞

θn∥φn∥Ln = 0.

令 m ∈ N 为使得 θm∥αm∥ = ∥α∥θ 的最⼩的指标, n ∈ N 为使得 θn∥φn∥ =

∥φ∥θ 的最⼩的指标. 由 (4.2) 知

θn+m∥αn ⊗ φm∥ = θn+m∥αn∥ · ∥φm∥ = ∥α∥θ · ∥φ∥θ,

⽽且对于使得 k + ℓ = n+m 且 (k, ℓ) ̸= (n,m) 的 (k, ℓ) ∈ N× N 有

θn+m∥αk ⊗ φℓ∥ = θk+ℓ∥αk∥ · ∥φℓ∥ < ∥α∥θ · ∥φ∥θ.

从⽽由命题 3.2.2 (a) 推出

θn+m∥(α⊗ φ)n+m∥ = θn+m
∥∥∥∥αn ⊗ φm +

∑
(k,ℓ)∈N2

k+ℓ=m+n
(k,ℓ)̸=(m,n)

αk ⊗ φℓ

∥∥∥∥ = ∥α∥θ · ∥φ∥θ.

结合不等式 (4.4) 得到

∥α⊗ φ∥θ = ∥α∥θ · ∥φ∥θ.

令 θ → 1 取极限推出等式 (4.3).
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4.1.3 解析函数

定义 4.1.2. 对任意⾃然数 d, 令

L ⩽d[E;F ] = {φ ∈ L •[[E;F ]] | 对任意 n ∈ N, 如果 n > d, 那么 φn = 0},

并⽤ L •[E;F ] 表⽰ ∪
d∈N

L ⩽d[E;F ].

当 (F, ∥.∥) = (K, |.|) 时分别⽤ L ⩽d[E] 和 L •[E] 来简记 L ⩽d[E;F ] 和

L •[E;F ]. 注意到 L •[E] 是 L •
b [[E]] 的⼦ K-代数, L •[E;F ] 是 L •

b [[E;F ]]

的⼦ L •[E]-模.
⽤ L •⟨E;F ⟩ 表⽰ L •[E;F ] 在 L •

b [[E;F ]] 中的闭包. 若 φ 是 L •[[E;F ]]

的元素, φ 属于 L •⟨E;F ⟩ 当且仅当

lim
n→+∞

∥φn∥ = 0.

若 φ 是 L •[[E;F ]] 中的元素, d ∈ N, 定义 φ⩽d ∈ L ⩽d[E;F ] 如下

∀n ∈ N, φ⩽d
n =

φn, n ⩽ d,

0, n > d.

这个元素可以看作是 φ 在 L ⩽d[E;F ] 上的正交投影. 事实上,

∥φ− φ⩽d∥L • = min
ψ∈L ⩽d[E;F ]

∥φ− ψ∥L • ,

并且

∥φ∥L • = max{∥φ⩽d∥L • , ∥φ− φ⩽d∥L •}.

当 (F, ∥.∥) = (K, |.|) 时, ⽤ L •⟨E⟩ 来简记 L •⟨E;K⟩.

命题 4.1.3. 设 x ∈ E 使得 ∥x∥ ⩽ 1. 那么线性映射

evx : L •[E;F ] −→ F, φ 7−→
∑
n∈N

φn(x, . . . , x)

的范数等于 1, 从⽽可以连续延拓成从 L •⟨E;F ⟩ 到 F 的有界线性映射.

证明: 由强三⾓形不等式知∥∥∥∥∑
n∈N

φn(x, . . . , x)

∥∥∥∥ ⩽ max
n∈N

∥φn(x, . . . , x)∥ ⩽ max
n∈N

∥φn∥ · ∥x∥n.
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由于 ∥x∥ ⩽ 1, 从上式推出

∥ evx(φ)∥ ⩽ ∥φ∥L • .

从⽽ evx 的算⼦范数 ⩽ 1. 另外, 如果对任意正整数 n, φn 是恒取零值的

n-线性映射, 那么 ∥ evx(φ)∥ = ∥φ(0)∥ = ∥φ∥L • . 所以 evx 的算⼦范数等于

1. 命题于是得证.

⽤ E 表⽰ (E, ∥.∥) 中的单位闭球, 即

E := {x ∈ E | ∥x∥ ⩽ 1}.

若 φ ∈ L •⟨E;F ⟩, 那么

evE(φ) : (x ∈ E) 7−→ evx(φ)

是定义在 E 上取值在 F 中的有界函数. 在不引起歧义的情况下也将 evx(φ)
简记为 φ(x). ⽤ A(E ;F ) 表⽰形如

evE(φ), φ ∈ L •⟨E;F ⟩

的函数构成的 K-线性空间. 这样

evE : L •⟨E;F ⟩ −→ A(E ;F )

是 K-线性满射. 注意到其核等于∩
x∈E

{φ ∈ L •⟨E;F ⟩, evx(φ) = 0}.

这是 L •⟨E;F ⟩ 的闭线性⼦空间. 从⽽ ∥.∥L • 诱导了 A(E ;F ) 上的商范

数, 我们将它记作 ∥.∥A. 这样 (A(E ;F ), ∥.∥A) 构成完备的赋超范线性空

间. 当 (F, ∥.∥) = (K, |.|) 时我们将 A(E ;F ) 简记为 A(E). 这个集合在函

数的加法和乘法下构成⼀个 K-代数, 并且 evE : L •⟨E⟩ → A(E) 是 K-
代数的满同态. 另外, A(E , F ) 上⾃然具有⼀个 A(E)-模结构, 并且对任意

(a, f) ∈ A(E)×A(E ;F ) 有

∥af∥A ⩽ ∥a∥A · ∥f∥A.

由命题 4.1.3 得到, 对任意 x ∈ E 及任意使得 evE(φ) = f 的 φ ∈ L •⟨E;F ⟩,
有

∥f(x)∥ = ∥ evx(φ)∥ ⩽ ∥φ∥L • .
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对这样的 φ 取下确界便得到 ∥f(x)∥ ⩽ ∥f∥A. 从⽽如下不等式成⽴

∀ f ∈ A(E ;F ), sup
x∈E

∥f(x)∥ ⩽ ∥f∥A. (4.5)

命题 4.1.4. 设 y ∈ E . 若 f ∈ A(E ;F ), 那么函数

τy(f) : E −→ F, (x ∈ E) 7−→ f(x+ y)

是 A(E ;F ) 中的元素, 并且 τy : A(E ;F ) → A(E ;F ) 在范数 ∥.∥A 下是等距
同构.

证明: ⽤ τ̃y 表⽰从 L •[E;F ] 到⾃⾝的 K-线性映射, 使得对任意 φ• ∈
L •[E] 及 n ∈ N 有

τ̃y(φ•)n(x1, . . . , xn) =
∑
N∈N
N⩾n

∑
1⩽i1<···<in⩽N

φN (y, . . . , y, x1, y, . . . , y, xn, y, . . . , y),

其中表达式 φN (· · · ) 中第 i1, . . . , in 个坐标分别为 x1, . . . , xn, 其余的坐标都

是 y. 由于 ∥y∥ ⩽ 1, 由强三⾓形不等式推出

∥τ̃y(φ)n(x1, . . . , xn)∥ ⩽ ∥φ∥L • · ∥x1∥ · · · ∥xn∥,

从⽽ ∥τ̃y(φ)∥L • ⩽ ∥φ∥L • . 这说明了 τ̃y : L •[E;F ] → L •[E;F ] 是范数 ⩽ 1

的线性映射, 从⽽可以延拓成为从 L •⟨E;F ⟩ 到 L •⟨E;F ⟩ 的范数 ⩽ 1 的线

性映射. 另外, 当 φ• ∈ L •[E;F ] 时不难验证

∀x ∈ E , evx(τ̃y(φ)) = evE(φ)(x+ y).

从⽽对于⼀般的 φ ∈ L •⟨E;F ⟩ 有

∀x ∈ E , evx(τ̃y(φ)) = lim
d→+∞

evx(τ̃y(φ⩽d)) = lim
d→+∞

evE(φ⩽d)(x+ y)

= evE(φ)(x+ y) = τy(evE(φ))(x).

从⽽ τy(evE(φ)) = evE(τ̃y(φ)). 这说明了对任意 f ∈ A(E ;F ) 有 τy(f) ∈
A(E ;F ) 并且 ∥τy(f)∥A ⩽ ∥f∥A. 最后, 由于 τ−y 是 τy 的逆映射, ⽽这两个

映射的算⼦范数都 ⩽ 1, 从⽽它们都是等距同构.



4 绝对值的扩张 80

4.1.4 解析函数的微分

定义 4.1.5. 令 L 1(E;L •⟨E;F ⟩) 为从 E 到 L •⟨E;F ⟩ 的所有有界线性映

射构成的线性空间, 并赋之以算⼦范数. 对任意 φ ∈ L •[E;F ], ⽤ Dφ 表⽰

从 E 到 L •[[E;F ]] 满⾜下列条件的线性映射: 对任意 y ∈ E, n ∈ N, 以及

(x1, . . . , xn) ∈ En, 有

Dφ(y)n(x1, . . . , xn) =
n∑
i=0

φn+1(x1, . . . , xi, y, xi+1, . . . , xn).

由强三⾓形不等式知

∥Dφ(y)∥L • ⩽ ∥φ∥L • · ∥y∥.

这说明了 D 定义了从 L •[E;F ] 到 L 1(E,L •⟨E;F ⟩) 的有界线性映射, 其

算⼦范数 ⩽ 1. 这样D 可以连续延拓成为从 L •⟨E;F ⟩ 到 L 1(E,L •⟨E;F ⟩)
的有界线性映射.

命题 4.1.6. 设 λ ∈ K \ {0} 使得 |λ| < 1. 对任意 x ∈ E 及 y ∈ E 有

evx(Dφ(y)) = lim
N→+∞

λ−N (evx+λNy(φ)− evx(φ)). (4.6)

特别地, 如果 evE(φ) 是常值函数, 那么函数 evE(Dφ) 恒取零值.

证明: 设 N 为⾜够⼤的⾃然数, 使得 ∥λNy∥ < 1. 对任意 n ∈ N, 将多重线

性映射 φn+1 在 (x+ λNy, . . . , x+ λNy) 处的值展开, 由强三⾓形不等式知

φn+1(x+ λNy, . . . , x+ λNy)− φn+1(x, . . . , x)− λNDφ(y)n(x, . . . , x)

的范数不超过 ∥λNy∥2 · ∥φn+1∥, 从⽽∥∥λ−N( evx+λNy(φ)− evx(φ)
)
− evx(Dφ(y))

∥∥ ⩽ |λ|N · ∥y∥2 · ∥φ∥L • .

令 N → +∞ 取极限便得到 (4.6).

令 L 1(E;A(E;F )) 为从 E 到 A(E;F ) 的所有有界线性映射构成的线

性空间, 并赋之以算⼦范数. 命题 4.1.6 说明了

D : L •⟨E;F ⟩ −→ L 1(E,L •⟨E;F ⟩)

诱导了从 A(E ;F ) 到 L 1(E,A(E ;F )) 的有界线性映射, 其算⼦范数 ⩽ 1.
我们仍将该有界线性映射记为 D. 遵从经典微分学的书写习惯, 如果 f 是
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A(E ;F ) 中的元素, 对任意 x ∈ E 及 y ∈ E, ⽤Dxf(y) 来表⽰元素Df(y)(x).
这样 y 7→ Dxf(y) 是从 E 到 F 的有界线性映射, 并且由 (4.5) 知, 对任意

y ∈ E 有

∥Dxf(y)∥ ⩽ ∥f∥A · ∥y∥.

从⽽如下不等式成⽴:
∥Dxf∥ ⩽ ∥f∥A (4.7)

4.1.5 中值定理和反函数定理

命题 4.1.7. 设 f 是 A(E;F ) 中的元素, x0 ∈ E . 对任意 E 中的元素 x, x1 和

x2, 以下不等式成立:

∥f(x)− f(x0)∥ ⩽ ∥f∥A · ∥x− x0∥, (4.8)

∥f(x1)−f(x2)−Dx0
f(x1 − x2)∥

⩽ ∥f∥A · ∥x1 − x2∥ ·max{∥x1 − x0∥, ∥x2 − x0∥}.
(4.9)

证明: 设 φ ∈ L •(E;F ) 使得 f = evE(φ). 对任意 n ∈ N, 由 φn 的多重线

性推出

φn(x, . . . , x)− φn(x0, . . . , x0) =
n∑
i=1

φn(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
i− 1 个

, x− x0, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n− i 个

). (4.10)

从⽽

∥φn(x, . . . , x)− φn(x0, . . . , x0)∥ ⩽ ∥φn∥ · ∥x− x0∥ ⩽ ∥φ∥L • · ∥x− x0∥.

由强三⾓形不等式得到, 对任意 N ∈ N,∥∥∥∥ N∑
n=0

(
φn(x, . . . , x)− φn(x0, . . . , x0)

)∥∥∥∥ ⩽ ∥φ∥L • · ∥x− x0∥. (4.11)

类似地, 对任意 j ∈ {1, 2},

φn(xj , . . . , xj)− φn(x0, . . . , x0)−Dφ(xj − x0)n−1(x0, . . . , x0)

=
n∑
i=1

φn(xj , . . . , xj︸ ︷︷ ︸
i− 1 个

, xj − x0, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n− i 个

)− φn(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
i− 1 个

, xj − x0, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n− i 个

).
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从⽽

φn(x1, . . . , x1)− φn(x2, . . . , x2)−Dφ(x1 − x2)n−1(x0, . . . , x0)

=
n∑
i=1

φn(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
i− 1 个

, x1 − x2, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n− i 个

)− φn(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
i− 1 个

, x1 − x2, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n− i 个

)

+
n∑
i=1

φn(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
i− 1 个

, x2 − x0, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n− i 个

)− φn(x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
i− 1 个

, x2 − x0, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
n− i 个

).

仍象 (4.10) 那样利⽤ φn 的多重线性将每个求和项写成 i − 1 项之和, 由强

三⾓形不等式得到, 对任意 N ∈ N,∥∥∥∥ N∑
n=1

φn(x1, . . . , x1)− φn(x2, . . . , x2)−Dφ(x1 − x2)n−1(x0, . . . , x0)

∥∥∥∥
⩽ ∥φ∥L • · ∥x1 − x2∥ ·max{∥x1 − x0∥, ∥x2 − x0∥}.

(4.12)

令 N → +∞ 取极限再对使得 f = evE(φ) 的 φ ∈ L •(E;F ) 取下确界,
从 (4.11) 和 (4.12) 分别推出 (4.8) 和 (4.9).

定理 4.1.8 (反函数定理). 设 f ∈ A(E ;F ), x0 ∈ E . 假设 Dx0
f : E → F 是

双射. 对任意使得36

r <
1

∥f∥A · ∥(Dx0
f)−1∥

(4.13)

的正实数 r, 函数 x 7→ f(x) 定义了从

B(x0; r) := {x ∈ E | ∥x− x0∥ ⩽ r}

到

f(x0) +Dx0
f(B(0; r)) := {f(x0) +Dx0

f(y) | y ∈ E, ∥y∥ ⩽ r}.

的双射.

证明: 由不等式 (4.9) 知, 如果 0 < ∥x− x0∥ ⩽ r, 那么∥∥(Dx0
f)−1(f(x)−f(x0))−(x−x0)

∥∥ ⩽ ∥(Dx0
f)−1∥·∥f∥A·∥x−x0∥2 < ∥x−x0∥,

36由 (4.7) 知 ∥f∥A · ∥(Dx0f)
−1∥ ⩾ ∥Dx0f∥ · ∥(Dx0f)

−1∥ ⩾ 1, 从⽽ r < 1.
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其中第⼆个不等式来⾃于条件 (4.13). 这说明了

f(B(x0; r)) ⊂ f(x0) +Dx0
f(B(0; r)).

设 y ∈ E 使得 ∥y∥ ⩽ r. 令 w = f(x0) +Dx0
f(y). 对任意 x ∈ B(x0; r), 令

φ(x) = x− (Dx0
f)−1(f(x)− w).

由强三⾓形不等式知

∥φ(x)− x0∥ ⩽ max{∥x− x0∥, ∥(Dx0
f)−1(f(x)− f(x0))∥, ∥y∥} ⩽ r.

这说明了 φ 是从 B(x0; r) 到⾃⾝的映射. 以下证明 φ 是压缩映射. 令

ε = r · ∥(Dx0
f)−1∥ · ∥f∥A < 1.

若 x1 和 x2 是 B(x0; r) 中的元素, 由 (4.9) 知

∥f(x1)− f(x2)−Dx0
f(x1 − x2)∥ ⩽ r · ∥f∥A · ∥x1 − x2∥.

另外,

φ(x1)− φ(x2) = (x1 − x2)− (Dx0
f)−1(f(x1)− f(x2))

= (Dx0
f)−1(Dx0

f(x1 − x2)− (f(x1)− f(x2))),

从⽽

∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ ε∥x1 − x2∥.

由压缩映射定理知 φ 具有唯⼀的不动点, 也就是说存在唯⼀的 x ∈ B(x0; r)

使得 f(x) = w. 命题于是得证.

命题 4.1.9. 假设 (E, ∥.∥) 和 (F, ∥.∥) 是有限维赋超范 K-线性空间, u : E →
F 是 K-线性空间同构. 那么

∥ det(u)∥ ⩽ ∥u∥d−1

∥u−1∥
, (4.14)

其中 d 是 E 在 K 上的维数.

证明: 如果 (xi)
d
i=1 是 E 在 K 上的⼀组基, 那么

u(x1) ∧ · · · ∧ u(xd) = det(u)(x1 ∧ · · · ∧ xd).
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由于 det(E) 和 det(F ) 都是⼀维 K-线性空间, 知

∥ det(u)∥ =
∥u(x1) ∧ · · · ∧ u(xd)∥det

∥x1 ∧ · · · ∧ xd∥det
⩽ ∥u(x1)∥ · · · ∥u(xd)∥

∥x1 ∧ · · · ∧ xd∥det

⩽ ∥u∥d−1 ∥u(x1)∥ · ∥x2∥ · · · ∥xd∥
∥x1 ∧ · · · ∧ xd∥det

.

(4.15)

设 α ∈ ]0, 1[ 并取 x1 ∈ E \ {0} 使得

∥u(x1)∥
∥x1∥

=
∥u(x1)∥

∥u−1(u(x1))∥
⩽ 1

α∥u−1∥
.

由定理 3.2.7 知可以将 {x1}扩张成 E 在K 上的⼀组 d√
α-正交基 (x1, . . . , xd).

再由命题 3.2.15 (b) 知

∥x1 ∧ · · · ∧ xd∥det ⩾ α∥x1∥ · · · ∥xd∥.

从⽽由 (4.15) 推出

∥ det(u)∥ ⩽ ∥u∥d−1

α2∥u−1∥
.

令 α 趋于 1 取极限便得到 (4.14).

推论 4.1.10. 设 f ∈ A(E ;F ), x0 ∈ E . 假设 E和 F 都是有限维K-线性空间,
Dx0

f : E → F 是双射, 并令 d 为 E 在 K 上的维数. 令 Jx0
f := det(Dx0

f).
如果

∥f(x0)∥ <
∥Jx0

f∥2

∥f∥2d−1
A

,

那么存在唯⼀的 x ∈ E 使得

∥x− x0∥ ⩽ ∥f∥d−1
A

∥Jx0
f∥

· ∥f(x0)∥

并且 f(x) = 0.

证明: 由命题 4.1.9 及不等式 (4.7) 知

∥Jx0
f∥ ⩽ ∥Dx0

f∥d−1

∥(Dx0
f)−1∥

⩽ ∥f∥d−1
A

∥(Dx0
f)−1∥

,

其中 d 是 E 在 K 上的维数. 假设

∥f(x0)∥ <
∥Jx0

f∥2

∥f∥2d−1
A

⩽ 1

∥f∥A · ∥(Dx0
f)−1∥2

,
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那么

∥(Dx0
f)−1(f(x0))∥ ⩽ ∥(Dx0

f)−1∥ · ∥f(x0)∥ <
1

∥f∥A · ∥(Dx0
f)−1∥

.

⽽且

0 = f(x0) +Dx0
f((Dx0

f)−1(−f(x0))).

从⽽定理 4.1.8 说明了存在唯⼀的 x ∈ E 使得

∥x− x0∥ ⩽ ∥(Dx0
f)−1∥ · ∥f(x0)∥ ⩽ ∥f∥d−1

A
∥Jx0

f∥
· ∥f(x0)∥

并且 f(x) = 0.

4.1.6 Hensel 引理

⽤ K[T ] 表⽰系数在 K 中的⼀元多项式组成的 K-代数, 并赋之以

Gauss 范数 ∥.∥ 如下: 若 F = a0 + a1T + · · ·+ anT
n ∈ K[T ],

∥F∥ := max
i∈{0,...,n}

|ai|.

对任意⾃然数 n, ⽤ K[T ]⩽n 表⽰次数不超过 n 的多项式组成的 K[T ] 的

K-线性⼦空间, 并赋之以限制范数. 若 g 和 h 为 K[T ] 中的两个元素, 其次

数分别为 n 和 m, ⽤ Res(g, h) 来表⽰ K-线性映射

K[T ]⩽(n−1) ×K[T ]⩽(m−1) −→ K[T ]⩽(n+m−1), (a, b) 7−→ ah+ bg,

的⾏列式. 注意到 Res(g, h) ̸= 0 当且仅当 g 和 h 互素.
⽤ O[T ] 表⽰系数在 O 中的⼀元多项式组成的 O-代数. 对任意 n ∈ N,

⽤ O[T ]⩽n 表⽰ O[T ] 中次数不超过 n 的多项式组成的⼦ O-模. 注意到

O[T ]⩽n = {P ∈ K[T ]⩽n | ∥P∥ ⩽ 1}.

定理 4.1.11 (Hensel 引理). 设 F , g 和 h 为 O[T ] 中三个多项式, n =

deg(g), m = deg(h). 假设 deg(F ) = n + m, ∥F − gh∥ < ∥Res(g, h)∥2,
且 deg(F − gh) ⩽ n + m − 1. 那么存在 O[T ] 中的多项式 G 和 H, 使得
F = GH, deg(g −G) ⩽ deg(g)− 1, deg(h−H) ⩽ deg(h)− 1, 并且

max{∥g −G∥, ∥h−H∥} ⩽ ∥F − gh∥
∥Res(g, h)∥ .
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证明: 在线性空间 K[T ]⩽(n−1) ×K[T ]⩽(m−1) 上赋以超范数 ∥.∥ 如下

∀ (a, b) ∈ K[T ]⩽(n−1) ×K[T ]⩽(m−1), ∥(a, b)∥ := max{∥a∥, ∥b∥}.

考虑映射

Φ : O[T ]⩽(n−1) ×O[T ]⩽(m−1) −→ K[T ]⩽(n+m−1),

(a, b) 7−→ (a+ g)(b+ h)− F.

该映射是

A(O[T ]⩽(n−1) ×O[T ]⩽(m−1);K[T ]⩽(n+m−1))

中的元素. 由于 g, h 和 F 都是 O[T ] 中的元素, 知 ∥Φ∥A ⩽ 1. 另外,

Φ(1 + F (0)− g(0), 1− h(0))

是常数项为 1 的 O[T ] 中的多项式, 从⽽由 (4.5) 知 ∥Φ∥A ⩾ 1. 这说明了

∥Φ∥A = 1. 依定义

D(0,0)Φ : K[T ]⩽(n−1) ×K[T ]⩽(m−1) −→ K[T ]⩽(n+m−1)

将 (a, b) 映为 ah+ bg, 从⽽

det(D(0,0)Φ) = Res(g, h).

这样由推论 4.1.10 便得出要证的结论.

推论 4.1.12. 假设

F (T ) = a0T
d + a1T

d−1 + · · ·+ ad ∈ K[T ]

是 K[T ] 中的不可约多项式, 其中 a0 ̸= 0. 那么 ∥F∥ = max{|a0|, |ad|}. 特别
地, 若 a0 = 1 且 ad ∈ O, 那么 F ∈ O[T ].

证明: 将 F 的系数乘以⼀个公因⼦后不妨设

max{|a0|, . . . , |ad|} = 1.

令 i ∈ {0, . . . , d} 为使得 |ai| = 1 的最⼤的指标. 假设 i ̸∈ {0, d}. 令

g(T ) = T d−i, h(T ) = a0T
i + a1T

i−1 + · · ·+ ai.
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那么 ∥Res(g, h)∥ = |ad−ii | = 1, ⽽

(F − gh)(T ) = ai+1T
d−i−1 + · · ·+ ad.

从⽽

∥F − gh∥ < 1 = ∥Res(g, h)∥2.

由定理 4.1.11 知 F 在 K[T ] 中可约, ⽭盾. 所以

max{|a0|, . . . , |ad|} = max{|a0|, |ad|}.

最后, 如果 a0 = 1 且 ad ∈ O, 那么 max{|a0|, . . . , |ad|} = 1, 从⽽ f ∈
O[T ].

4.2 完备绝对值与范数的扩张

设 (K, |.|) 是完备赋值域. 如果 |.| 是阿基⽶德绝对值, 那么由 Ostrowski
定理 (见 [104], 或参考 [98, II.(4.2)]) 知K 同构于 R 或 C, 并且存在 κ ∈ ]0, 1]

使得 |.| 等同于 R 或 C 上通常绝对值的 κ 次幂.

4.2.1 完备绝对值的扩张

定理 4.2.1. 设 (K, |.|) 是完备赋值域. 对任意有限扩张 L/K, 绝对值 |.| 可
以唯⼀地延拓到 L 之上, 使得 (NL/K 的构造见定义 A.4.8)

∀α ∈ L, |α| =
n√
|NL/K(α)|, (4.16)

其中 n = [L : K]. 另外, (L, |.|) 也是完备赋值域; 并且当 |.| 是非阿基米德绝
对值时, L 的赋值环是 K 的赋值环的整闭包.

证明: 假设绝对值 |.| 可以延拓到 L 之上, 那么 (L, |.|) 是 (K, |.|) 上的有限

维赋范线性空间, 所以是完备的 (见定理 3.2.5).
先讨论 |.| 是阿基⽶德绝对值的情形. 此时知 K = R 或 C, 并且存在

κ ∈ ]0, 1] 使得 |.| 是 R 或 C 上通常的绝对值的 κ 次幂. 从⽽只须讨论

K = R 且 L = C 的情形. 注意到对任意 z ∈ C 有

NC/R(z) = zz.

从⽽命题成⽴.
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以下假设 |.| 是⾮阿基⽶德绝对值. 设 A 为 K 的赋值环, B 为 A 在

L 中的整闭包. 由于赋值环是整闭整环, 由命题 A.4.9 知对任意 α ∈ B 有

NL/K(α) ∈ A.
反过来, 设 α 是 L 中的元素, 其极⼩多项式形如

Pα(T ) = T d − a1T
d−1 + · · ·+ (−1)dad.

由命题 A.4.9 知 ad = NK(α)/K(α), 从⽽

NL/K(α) = NK(α)/K(α)
[L:K(α)]

是 ad 的幂. 由于 A 是整闭整环, 如果 NL/K(α) ∈ A, 那么 ad ∈ A. 由推论

4.1.12 知 Pα ∈ A[T ], 从⽽ α 是 A 上的整元. 这说明 A 在 L 中的整闭包等

于

{α ∈ L | NL/K(α) ∈ A}.

以下将函数 |.| 按公式 (4.16) 延拓到域 L 上 (依定义, 当 α ∈ K 时

NL/K(α) = αn). 不难证明延拓的函数是 L 上的绝对值. 事实上, 对任意

(α, β) ∈ L2 有

NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β),

故 |αβ| = |α| · |β|. 另外, 前⾯证明了 A 在 L 中的整闭包 B 等于

{α ∈ L | |α| ⩽ 1}.

如果 α 和 β 是 L 中的两个元素, 使得 |α| ⩾ |β|, 那么

β

α
+ 1 ∈ B,

从⽽

|β + α| ⩽ |α| = max{|α|, |β|}.

这说明了函数 |.| : L→ [0,+∞[ 是 L 上的⾮阿基⽶德绝对值.
最后证明延拓的唯⼀性. 假设 |.|1 : L → [0,+∞[ 是延拓 |.| 的另⼀绝对

值, 它也是⾮阿基⽶德绝对值. 以下⽤反证法证明对任意 α ∈ B 有 |α|1 ⩽ 1.
令

Pα(T ) = T d + a1T
d−1 + · · ·+ ad ∈ K[T ].

为 α 的极⼩多项式, 那么

1 = |a1α−1 + · · ·+ adα
−d|1 ⩽ max

i∈{1,...,d}

|ai|
|α|i1

.
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如果 |α|1 > 1, 那么得到

∀ i ∈ {1, . . . , d}, |ai|
|α|i1

< 1,

与上式⽭盾. 这说明 (L, |.|1) 的赋值环 B1 包含 B. 由注 3.1.2 知存在 κ > 0

使得 |.|1 = |.|κ. 由于 |.| 和 |.|1 在 K 上的限制相等, 如果 |.| 在 K 上不是平

凡的绝对值, 那么 κ = 1. 如果 |.| 在 K 上是平凡的绝对值, 按定义它在 L

上也是平凡的绝对值, 从⽽仍有 |.|1 = |.|.

注 4.2.2. 设 (K, |.|) 是完备赋值域. 定理 4.2.1 说明了 |.| 可以唯⼀地延拓

到 K 的代数闭包 Kac 之上. 如果 α 是 Kac 中的元素,

Pα(T ) = T d − λ1T
d−1 + · · ·+ (−1)dλd

是 α 在 K 上的极⼩多项式, 那么

|α| = |λd|1/d.

令 AutK-alg(K
ac) 为域 Kac 的 K-线性⾃同构群. 对任意 σ ∈ AutK(Kac), Kac

中的元素 α 与 σ(α) 在 K 上具有相同的极⼩多项式. 这说明了 |α| = |σ(α)|.

4.2.2 范数的扩张

定义 4.2.3. 设 (K, |.|) 为⾮阿基⽶德完备赋值域, (L, |.|L) 为 (K, |.|) 的扩张,
使得 (L, |.|L) 为完备赋值域. 设 (E, ∥.∥) 为有限维赋超范 K-线性空间. ⽤

∥.∥L 表⽰ L⊗K E 上的超范数, 使得对任意 λ1⊗s1+ · · ·+λn⊗sn ∈ L⊗K E

有 (对偶范数的概念见定义 3.2.9)

∥λ1 ⊗ s1 + · · ·+ λn ⊗ sn∥L := sup
φ∈E∨\{0}

|λ1φ(s1) + · · ·+ λnφ(sn)|L
∥φ∥∗

.

这实际上是将 L⊗K E 等同于 HomK(E
∨, L) 并考虑其上的算⼦范数.

命题 4.2.4. 在定义 4.2.3 的记号和假设下, 以下命题成立.

(1) 对任意 s ∈ E 有

∥1⊗ s∥L = ∥s∥.

(2) 设 α ∈ ]0, 1]. 如果 (ei)
r
i=1 是 (E, ∥.∥) 的 α-正交基, 那么 (1⊗ ei)

r
i=1 是

(L⊗K E, ∥.∥L) 的 α-正交基.
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(3) 若通过 K-线性单射

E −→ L⊗K E, x 7−→ 1⊗ x

将 E 视为 L⊗K E 的⼦集, 那么 ∥.∥L 是 L⊗K E 上延拓函数 ∥.∥ 的最
⼤的超范数.

(4) 如果通过线性空间 L⊗K det(E) 和 det(L⊗K E) 之间的自然同构将它

们等同起来, 那么如下等式成立

∥.∥L,det = ∥.∥det,L.

证明: (1) 依定义有

∥1⊗ s∥L = ∥s∥∗∗.

由于 ∥.∥ 是超范数, 由命题 3.2.17 得到 ∥1⊗ s∥L = ∥s∥.
(2) 令 (e∨i )

r
i=1 为 (ei)

r
i=1 的对偶基. 由命题 3.2.12 知, 对任意 i ∈

{1, . . . , r} 有

∥e∨i ∥∗ ⩽ 1

α∥ei∥
.

这样对任意 (λ1, . . . , λr) ∈ Lr, 有

∀ i ∈ {1, . . . , r}, ∥λ1 ⊗ e1 + · · ·+ λr ⊗ er∥L ⩾ |λi|L
∥ei∥∗

⩾ α|λi|L · ∥ei∥.

从⽽由 (1) 知

∥λ1 ⊗ e1 + · · ·+ λr ⊗ er∥L ⩾ α max
i∈{1,...,r}

|λi|L · ∥1⊗ ei∥L.

所以 (1⊗ ei)
r
i=1 是 (L⊗K E, ∥.∥L) 的 α-正交基.

(3) 由 (1) 知 ∥.∥L 是 L⊗K E 上延拓 ∥.∥ 的超范数. 假设 ∥.∥′ 是另⼀延

拓 ∥.∥ 的超范数. 由命题 3.2.15, 对任意 α ∈ ]0, 1[, 存在 (E, ∥.∥) 的 α-正交

基 (ei)
r
i=1. 又由 (2) 知 (ei)

r
i=1 是 (L⊗K E, ∥.∥L) 的 α-正交基. 由于 ∥.∥′ 是

延拓 ∥.∥ 的超范数, 对于任意

s = λ1 ⊗ e1 + · · ·+ λr ⊗ er ∈ L⊗K E

有

∥s∥′ ⩽ max
i∈{1,...,r}

|λi|L · ∥1⊗ ei∥′ = max
i∈{1,...,r}

|λi|L · ∥ei∥ ⩽ α−1∥s∥L.
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令 α 趋于 1 得到 ∥.∥′ ⩽ ∥.∥L.
(4) 为叙述⽅便, 象 (3) 中那样将 E 看成 L⊗K E 的 K-线性⼦空间. 对

任意 α ∈ ]0, 1[, 存在 (E, ∥.∥) 的 α-正交基 (1⊗ ei)
r
i=1. 由 (1) 知它同时也是

(L⊗K E, ∥.∥L) 的 α-正交基. 由命题 3.2.15 知

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥L,det ⩾ αr∥e1∥L · · · ∥er∥L = αr∥e1∥ · · · ∥er∥.

又由 Hadamard 不等式 (4.14) 知

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥L,det ⩾ αr∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det.

由于 det(E) 是⼀维 K-线性空间, 这说明 ∥.∥L,det ⩾ αr∥.∥det,L. 反过来, 由

Hadamard 不等式 (4.14) 知

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥L,det ⩽ ∥e1∥L · · · ∥er∥L = ∥e1∥ · · · ∥er∥.

又由命题 3.2.15 知

∥e1 ∧ · · · ∧ er∥L,det ⩽ α−r∥e1 ∧ · · · ∧ er∥det.

从⽽得到

∥.∥L,det ⩽ α−r∥.∥det,L.

最后令 α 趋于 1 得到等式 ∥.∥L,det = ∥.∥det,L.

定义 4.2.5. 在实数域和复数域上赋以通常的绝对值. 假设 E 是有限维实线

性空间, ∥.∥ 是 E 上由内积 ⟨ , ⟩ 诱导的范数. ⽤ ⟨ , ⟩C 表⽰ EC = C⊗R E 上

的 Hermite 内积, 使得对任意 (s, t, s′, t′) ∈ E4 有

⟨s+ it, s′ + it′⟩C = (⟨s, s′⟩+ ⟨t, t′⟩) +
√
−1(⟨s, t′⟩ − ⟨t, s′⟩).

⽤ ∥.∥C 表⽰ Hermite 内积 ⟨ , ⟩C 所诱导的范数. 从定义不难看出, ∥.∥C 在 E

上的限制等于 ∥.∥. 另外, 如果 (ei)
r
i=1 是 (E, ∥.∥) 的正交基, 那么它作为 EC

的基是 (EC, ∥.∥C) 的正交基. 为了记号上的统⼀, ∥.∥R 也表⽰ ∥.∥.

4.2.3 扩域上线性空间的范数

设 (K, |.|) 为⾮阿基⽶德完备赋值域, L 为 K 的有限扩张, d = [L : K].
由定理 4.2.1 知绝对值 |.| 可以唯⼀地延拓到 L 之上. 我们⽤ |.|L 来表⽰绝

对值 |.| 在 L 上的延拓. 设 (E, ∥.∥) 为 L 上的有限维赋超范线性空间, r 为
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E 在 L 上的维数. 由于 (L, |.|) 是赋值域 (K, |.|) 的扩张, (E, ∥.∥) 也可以

看作是 (K, |.|) 上的有限维线性赋范空间, 其在 K 上的维数是 rd. 我们⽤

detK(E) 表⽰ E 作为 K-线性空间的最⼤阶外积幂 ΛrdK (E), 并⽤ ∥.∥detK 表

⽰ detK(E) 上的⾏列式范数. 为⽅便理解, ⽤ detL(E) 表⽰ E 作为 L-线性

空间的最⼤阶外积幂 ΛrL(E), 并⽤ ∥.∥detL 表⽰ detL(E) 上的⾏列式范数.

命题 4.2.6. 设 (ei)
r
i=1 为 E 在 L 上的⼀组基, (bj)dj=1 为 L 在 K 上的⼀组

基, 并令

η = (b1e1 ∧K · · · ∧K b1er) ∧K · · · ∧K (bde1 ∧K · · · ∧K bder) ∈ detK(E).

那么如下等式成立

∥η∥detK = ∥e1 ∧L · · · ∧L er∥ddetL · |b1 ∧K · · · ∧K bd|rL,det. (4.17)

证明: 如果 (e′i)
r
i=1 是 E 在 L 上的⼀组基, 并且 A 是从 (ei)

r
i=1 到 (e′i)

r
i=1

的转移矩阵,

η′ = (b1e
′
1 ∧K · · · ∧K b1e

′
r) ∧K ∧ · · · ∧K (bde

′
1 ∧K ∧ · · · ∧K bde

′
r),

那么37

η′ = ±NL/K(det(A))η.

从⽽不难证明等式 (4.17) 左右两边的商与基 (ei)
r
i=1 和 (bj)

d
j=1 的选择⽆关.

因此不妨设 (ei)
r
i=1 和 (bj)

d
j=1 都是 α-正交基, 其中 α ∈ ]0, 1[. 由 Hardamard

不等式 (3.9) 和命题 3.2.15 知

∥η∥detK ⩽
r∏
i=1

d∏
j=1

∥bjei∥ =

( r∏
i=1

∥ei∥
)d

·
( d∏
j=1

|bj |L
)r

⩽ α−2rd∥e1 ∧L · · · ∧L er∥ddetL · |b1 ∧K · · · ∧K bd|rL,det.

另外, 对任意 (ai,j)(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,d} ∈ Kr×d, 若令 x =
∑r

i=1

∑d
j=1 ai,jbjei,

那么

∥x∥ ⩾ α max
i∈{1,...,r}

|ai,1b1 + · · ·+ ai,dbd|L · ∥ei∥

⩾ α2 max
(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,d}

|ai,j | · |bj |L · ∥ei∥.

37由于 NL/K : L → K 保持乘积, 可以将问题转化为 A 是初等矩阵的情形.
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这说明 (bjei)(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,d} 是 (E, ∥.∥) 作为赋超范K-线性空间的 α2-正
交基. 从⽽由命题 3.2.15 知

∥η∥detK ⩾ α2rd

r∏
i=1

d∏
j=1

∥bjei∥ ⩾ α2rd∥e1∧L · · ·∧L er∥ddetL · |b1∧K · · ·∧K bd|rL,det.

令 α 趋于 1 便得到要证的等式.

注 4.2.7. 假设 |.| 是离散的绝对值并且 ∥.∥ 是纯范数. ⽤ ∥.∥purK 表⽰将 E

视为 K-线性空间后范数 ∥.∥ 的纯化, ⽤ |.|L,purK 表⽰将 L 视为 K-线性空间

后范数 |.|L 的纯化. 那么在命题 4.2.6 的记号下等式

∥η∥purK,detK = ∥e1 ∧L · · · ∧ er∥ddetL · |b1 ∧K · · · ∧K bd|rL,purK ,detK (4.18)

成⽴. 同命题 4.2.6 的证明类似, 等式两边的商与 (ei)
r
i=1 和 (bj)

d
j=1 的

选择⽆关, 从⽽不妨假设 (ei)
r
i=1 是标准正交基, (bj)

d
j=1 是正交基. 这样

(bjei)(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,d} 是 (E, ∥.∥) 作为 (K, |.|) 上赋范线性空间的⼀组正

交基. 由注 3.2.23 知它亦是 (E, ∥.∥purK ) 的⼀组正交基. 从⽽由命题 3.2.15
知

∥η∥purK ,detK =
r∏
i=1

d∏
j=1

∥bjei∥purK .

由于 ∥ei∥ = 1, 知 ∥bjei∥purK = |bj |L,purK . 再次利⽤命题 3.2.15, 从上式可推

出

∥η∥purK ,detK =
r∏
i=1

d∏
j=1

|bj |L,purK = |b1 ∧K · · · ∧K bd|rL,purK ,detK ,

从⽽等式 (4.18) 成⽴.

注 4.2.8. 假设 K = R, L = C 并且 |.| 是 R 上通常的绝对值. 设 E 为有限

维复线性空间, ∥.∥ 为 E 上由复内积 ⟨ , ⟩ 诱导的范数. 那么将 E 视为 R 上

的有限维线性空间时 ∥.∥ 是由实内积 Re⟨ , ⟩ 诱导的范数. 此时命题 4.2.6 的

结论仍然成⽴.

4.2.4 相对对偶化丛

设 K 为域, L 为 K 的可分有限扩张. ⽤ ωL/K 表⽰ HomK(L,K). 注

意到运算

L×HomK(L,K) −→ HomK(L,K),

(a, f) 7−→ (f(a · ) : (x ∈ L) 7→ f(ax))
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赋予 ωL/K ⼀个 L-线性空间结构. 由推论 A.4.12 知 HomL(L,K) 是由

TrL/K ⽣成的⼀维 L-线性空间.

命题 4.2.9. 设 L/K 为域的可分有限扩张, E 为有限维 L-线性空间. 那么
HomK(E,K) 在运算

L×HomK(E,K) −→ HomK(E,K),

(b, g) 7−→ (g(b · ) : x 7→ g(bx))

下构成⼀个 L-线性空间, 并且下列映射是 L-线性空间的同构:

HomL(E,L)⊗L ωL/K −→ HomK(E,K),

(α, f) 7−→ f ◦ α.
(4.19)

证明: 第⼀个命题的验证留给读者. 以下证明第⼆个命题. 令 (ei)
r
i=1 为 E

在 L 上的⼀组基, (e∨i )ri=1 为其对偶基. 设 g 为 HomK(E,K) 中任⼀元素.
对任意 i ∈ {1, . . . , r}, (b ∈ L) 7→ g(bei) 是 HomK(L,K) 中的元素. 由于

(a, b) 7→ TrL/K(ab) 是 L 上⾮退化的 K-双线性形式, 知存在唯⼀的 ai ∈ L

使得

∀ b ∈ L, g(bei) = TrL/K(aib).

从⽽

g =
r∑
i=1

TrL/K(ai · ) ◦ e∨i .

这说明了 (4.19) 是满同态. 另外, 由于 HomL(L,K) 是由 TrL/K ⽣成的⼀

维 L-线性空间, HomL(E,L) ⊗L Hom(L,K) 中的元素可以写成 α ⊗ TrL/K
的形式. 如果 TrL/K(α) = 0, 那么对任意 x ∈ E 有 TrL/K(α(x)) = 0. 特别

地, 对任意 x ∈ E, 下列等式成⽴

∀ b ∈ L, TrL/K(bα(x)) = TrL/K(α(bx)) = 0.

由于双线性形式

((a, b) ∈ L× L) 7−→ TrL/K(ab)

⾮退化, 知 α(x) = 0. 从⽽ (4.19) 是单同态. 命题于是得证.

命题 4.2.10. 设 (K, |.|) 为完备赋值域, (L, |.|L) 为 (K, |.|) 的可分有限扩张,
(E, ∥.∥) 为 L 上的有限维赋范线性空间, ∥.∥∗ 为 ∥.∥ 在 HomL(E,L) 上的对

偶范数. 我们赋 L-线性空间 HomL(E,L)⊗L ωL/K 以范数 ∥.∥1, 使得

∀α⊗ f ∈ HomL(E,L)⊗L ωL/K , ∥α⊗ f∥1 = ∥α∥∗ · |f |L,∗,
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其中 |.|L,∗ 是将 (L, |.|L) 视为 (K, |.|) 上的赋范线性空间时 |.|L 的对偶范数.
又赋 L-线性空间 HomK(E,K) 以范数 ∥.∥2, 使得对任意 φ ∈ HomK(E,K)

有 (换句话说, ∥.∥2 是将 (E, ∥.∥) 视为 (K, |.|) 上的赋范线性空间时 ∥.∥ 的对
偶范数)

∥φ∥2 = sup
x∈E\{0}

|φ(x)|
∥x∥

.

那么 L-线性同构

E∨ ⊗L ωL/K −→ HomK(E,K),

(α, f) 7−→ f ◦ α.

是保持范数的同构.

证明: 在证明命题之前, 先说明 ∥.∥2 的确是 L-线性空间 HomK(E,K) 上

的范数. 设 φ ∈ HomK(E,K), λ ∈ L \ {0}, 那么

∥φ(λ · )∥2 = sup
x∈E\{0}}

|φ(λx)|
∥x∥

= sup
y∈E\{0}

|φ(y)|
∥λ−1y∥

= |λ|L · ∥φ∥2.

由于 ωL/K 是⼀维 L-线性空间, HomL(E,L)⊗L ωL/K 中的元素形如 α⊗ f ,
其中 (α, f) ∈ HomL(E,L)×HomK(L,K). ⾸先,

∥f ◦ α∥2 = sup
x∈E\{0}

|f(α(x))|
∥x∥

⩽ sup
x∈E\{0}

|f |L,∗
|α(x)|L
∥x∥

⩽ ∥α∥∗ · |f |L,∗;

其次, 对任意 x ∈ E \Ker(α) 及 b ∈ L×, 令 y = α(x)−1bx 后便得到

∥f ◦ α∥2 ⩾
|f(α(y))|

∥y∥
=

|f(b)|
∥α(x)−1bx∥

=
|f(b)|
|b|L

· |α(x)|L
∥x∥

.

对 b 和 x 取上确界, 得 ∥f ◦ α∥2 ⩾ ∥α∥∗ · |f |L,∗.

注 4.2.11. 设 (K, |.|) 为完备离散⾮平凡赋值域, (L, |.|L) 为 (K, |.|) 的可分

有限扩张. 将 (L, |.|L) 视为 (K, |.|) 有限维赋范线性空间. 如果 |.|L 是纯范

数, 则说 (L, |.|L) 是 (K, |.|) 的非分歧扩张. ⽤ |.|L,purK 表⽰范数 |.|L 的纯

化, 并⽤ |.|L,purK ,∗ 表⽰其对偶范数. 依定义, 对任意 f ∈ HomK(L,K) 有

|f |L,purK ,∗ = sup
b∈L×

|f(b)|
|b|L,purK

,

其中

|b|L,purK = inf{|a| | a ∈ K×, |b|L ⩽ |a|}.
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从⽽

|f |L,purK ,∗ = sup
(a,b)∈K××L×

|b|L⩽|a|

|f(a−1b)| = sup
b∈L, |b|L⩽1

|f(b)|.

注意到 |.|L,purK ,∗ 是 HomK(L,K) 作为 K-线性空间的范数. 将 HomK(L,K)

视为⼀维 L-线性空间并考虑其上的范数 |.|′L,∗, 以

{f ∈ HomK(L,K) | |f |L,purK ,∗ ⩽ 1}

为其单位闭球. 依定义, 范数 |.|′L,∗ 的纯化等于 |.|L,purK ,∗. 对任意 f ∈
HomK(L,K) 有

|f |′L,∗ = inf{|c|L | c ∈ L×, |f(c−1·)|L,purK ,∗ ⩽ 1}

= inf{|c|L | c ∈ L×, sup
b∈L, |b|L⩽1

|f(c−1b)| ⩽ 1}

= inf{|c|L | c ∈ L×, sup
b∈L, |b|L⩽|c|−1

L

|f(b)| ⩽ 1}

= inf{|c|L | c ∈ L×, ∀ b ∈ L, |f(b)| > 1 =⇒ |c|L > |b|−1
L }.

令 ϖK 和 ϖL 分别为 (K, |.|) 和 (L, |.|L) 的单值化⼦. 这样

|f |′L,∗ = inf{|c|L | c ∈ L×, ∀ b ∈ L, |f(b)| ⩾ |ϖK |−1 =⇒ |c|L ⩾ |ϖLb|−1
L }

= inf{|c|L | c ∈ L×, ∀ b ∈ L, |f(b)| ⩾ 1 =⇒ |c|L ⩾ |ϖK | · |ϖLb|−1
L }

= sup
b∈L, |f(b)|=1

|ϖK |
|ϖL|L

· 1

|b|L
=

|ϖK |
|ϖL|

· |f |L,∗.

假设 (E, ∥.∥) 是 (L, |.|L) 上具有标准正交基的有限维赋超范线性空间.
我们赋 L-线性空间 HomL(E,L)⊗L ωL/K 以范数 ∥.∥′1, 使得

∀α⊗ f ∈ HomL(E,L)⊗L ωL/K , ∥α⊗ f∥′1 = ∥α∥∗ · |f |′L,∗.

⽤ ∥.∥′1,purK 表⽰将 HomL(E,L)⊗LωL/K 视为 K-线性空间后范数 ∥.∥′1 的纯

化. ⽤ ∥.∥purK 表⽰将 E 视为 K-线性空间后范数 ∥.∥ 的纯化并⽤ ∥.∥purK ,∗
表⽰其对偶范数. 那么映射

E∨ ⊗L ωL/K −→ HomK(E,K),

(α, f) 7−→ f ◦ α.

视为 K-线性同构时是从 ∥.∥′1 到 ∥.∥purK ,∗ 的等距同构.
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4.3 一般绝对值的扩张

本节中固定⼀个赋值域 (K, v), 有时也将绝对值 v 记作 |.|v. 令 Kv 为

域 K 关于绝对值 v 的完备化并⽤ Kac
v 表⽰ Kv 的⼀个代数闭包. 由定理

4.2.1 知 |.|v 作为 Kv 上的绝对值可以唯⼀地延拓到域 Kac
v 之上. 我们⽤ vac

来表⽰这个延拓.

4.3.1 绝对值扩张的分类

令 L 为域 K 的⼀个有限扩张并⽤ HomK-alg(L,K
ac
v ) 表⽰从 L 到 Kac

v

的 K-代数同态构成的集合. 令 AutKv-alg(Kac
v ) 为域 Kac

v 的 Kv-代数⾃同构

群. 注意到群 AutKv-alg(Kac
v ) 如下左作⽤在 HomK-alg(L,K

ac
v ) 之上

AutKv-alg(Kac
v )×HomK-alg(L,K

ac
v ) −→ HomK-alg(L,K

ac
v ),

(η, τ) 7−→ η ◦ τ.
(4.20)

定理 4.3.1. 设 w 是 v 在 L 上的延拓. 那么存在 τ ∈ HomK-alg(L,K
ac
v ) 使

得 w = vac ◦ τ . 并且满⾜这个等式的 τ ∈ HomK-alg(L,K
ac
v ) 恰构成群作用

(4.20) 的⼀个轨道, 也就是说 τ 在差⼀个 Kac
v 的 K-线性自同构的作用下是

唯⼀的.

证明: 令 Lw 为 L 相对于 w 的完备化. 将 (Lw, |.|w) 视为 Kv 上的赋范线

性空间. 考虑从 Kv ⊗K L 到 Lw 的 Kv-代数同态

fw : Kv ⊗K L −→ Lw, λ⊗ a 7−→ λa.

这个映射的像是 Lw 的有限维 Kv-线性⼦空间, 由定理 3.2.5 知它是闭线性

⼦空间. ⽽ fw 的像又包含 L, 所以在 Lw 中稠密, 这说明了 fw 是满射. 特别

地, Lw 是 Kv 的有限扩张, 且 [Lw : Kv] ⩽ [L : K]. 任取从 Lw 到 Kac
v 的⼀

个 Kv-代数同态 τ ′ 并令 τ 为 τ ′ 在 L 上的限制. 由定理 4.2.1 知 w = vac ◦ τ .
另外, 由 τ ′ 的任意性知道 τ 在群作⽤ (4.20) 下的轨道中任意⼀个元素都满

⾜这个等式.
最后, 如果 σ : L → Kac

v 是 K-代数同态, 使得 w = vac ◦ σ, 由 σ 的

连续性可将它连续延拓成为 Kv-代数同态 σ′ : Lw → Kac
v . 由于 Lw/Kv 是

代数扩张, AutKv-alg(Kac
v ) 在 HomKv-alg(Lw,K

ac
v ) 上的左作⽤满⾜传递性 (见

推论 A.3.12). 从⽽存在 η ∈ AutKv-alg(Kac
v ) 使得 η ◦ τ ′ = σ′. 定理于是得

证.
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注 4.3.2. 令 CLv 为绝对值 v 在 L 上所有的延拓构成的集合. 上述定理说明

了 CLv 是⼀个有限集, 其基数不超过 [L : K]s (见定义 A.4.2). 另外, 从定理

的证明看出, 映射⨿
w∈CLv

HomKv-alg(Lw,K
ac
v ) −→ HomK-alg(L,K

ac
v )

σ′ 7−→ σ′|L
(4.21)

是⼀⼀对应.

推论 4.3.3. 设 L 为 K 的有限可分扩张, CLv 为绝对值 v 在 L 上所有的延

拓构成的集合. 对任意 w ∈ CLv , 令 ψw 为从 Kv ⊗K L 到 Lw 的 Kv-代数同
态, 将 λ⊗ a ∈ Kv ⊗K L 映为 λa ∈ Lω.

(1) Kv-代数同态

Ψv : Kv ⊗K L −→
∏
w∈CLv

Lw, ξ 7−→ (ψw(ξ))w∈CLv (4.22)

是同构.

(2) 以下等式成立 (见定义 A.4.8):

[L : K] =
∑
w∈CLv

[Lw : Kv], (4.23)

∀ a ∈ L, NL/K(a) =
∏
w∈CLv

NLw/Kv(a), (4.24)

∀ a ∈ L, TrL/K(a) =
∑
w∈CLv

TrLw/Kv(a). (4.25)

证明: (1) 只须证明

fKac
v
: Kac

v ⊗K L ∼= Kac
v ⊗Kv (Kv ⊗K L) −→

∏
w∈CLv

Kac
v ⊗Kv Lw

是 Kac
v -代数同构. 考虑以下交换图表

Kac
v ⊗K L

fKac
v //

φ

��

∏
w∈CLv

Kac
v ⊗Kv Lw

ψ

��∏
σ∈HomK-alg(L,Kac

v )

Kac
v η

//
∏
w∈CLv

∏
τ∈HomKv -alg(Lw,Kac

v )

Kac
v
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其中 φ 将 λ ⊗ a ∈ Kac
v ⊗K L 映为 (λσ(a))σ∈HomK-alg(L,Kac

v ), 映射 ψ 由下列

Kac
v -代数同态族所诱导:

ψw : Kac
v ⊗Kv Lw −→

∏
τ∈HomKv -alg(Lw,Kac

v )

Kac
v ,

λ⊗ a 7−→ (λτ(a))τ∈HomKv -alg(Lw,Kac
v ),

⽽ η 是⼀⼀对应 (4.21) 所诱导的同构. 由于 L/K 是可分扩张, φ 是 Kac
v -代

数同构 (见命题 A.4.4 及其证明). 另外, Kv ⊗K L 是可分 Kv-代数 (见命

题 A.4.6), ⽽ Lw 是其商域, 从⽽ Lw 中任意元素在 Kv 上的极⼩多项式都

是可分多项式, 也就是说 Lw/Kv 是可分扩张 (见命题 A.4.11). 这说明了 ψ

是 Kan
v -代数同构, 从⽽ fKac

v
是 Kan

v -代数同构.
(2) 由 (1) 推出

[L : K] = dimKv(Kv ⊗K L) =
∑
w∈CLv

[Lw : Kv].

另外, 对任意 a ∈ L, K-线性⾃同态 M : L → L, x 7→ ax 通过同构 f 诱导

了
∏
w∈CLv

Lw 的⾃同态, 将 (xw)w∈CLv 映为 (axw)w∈CLv . 对任意 w ∈ CLv , 令
Mw : Lw → Lw 为将 x ∈ Lw 映为 ax 的 Kv 线性⾃同态. 那么 M 的特征多

项式等于 Mw 的特征多项式的乘积. 从⽽等式 (4.24) 和 (4.25) 成⽴.

4.4 代数函数域的算术

本节中固定⼀个域 k 并⽤ K 表⽰有理函数域 k(T ) 的⼀个有限可分扩

张. 另外固定某⼤于 1 的实数 q. 对任意 x ∈ P1,(1)
k , ⽤ |.|x 表⽰ k(T ) 上如

下定义的绝对值 (见 §3.4)

|.|x := N− ordx(·)
x ,

其中

Nx =

qdeg(ϖx), x ∈ Spm(k[T ]),

q, x = ∞.

⽤ CKx 表⽰该绝对值在域 K 上所有延拓构成的集合. 令 C(1) 为集合

(CKx )
x∈P1,(1)

k
的⽆交并, 并⽤ prC : C(1) → P1,(1)

k 表⽰将 CKx 中的元素映

为 x 的投影映射. 由注 4.3.2 知, 对任意 x ∈ P1,(1)
k , CKx 是有限集, 并且∑

y∈CKx

[Ky : k(T )x] = [K : k(T )].
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为了记号上的⽅便, 如果 y ∈ C(1) 且 x = prC(y), 那么也⽤ k(T )y 来表⽰

k(T )x.

4.4.1 代数函数域的乘积公式

命题 4.4.1 (乘积公式). 设 a 为 K 中的非零元素.

(1) 对任意 x ∈ P1,(1)
k 有∏

y∈CKx

|a|[Ky :k(T )x]
y = |NK/k(T )(a)|x.

(2) 存在 C(1) 的有限⼦集 Sa, 使得对任意 y ∈ C(1) \ Sa 有 |a|y = 1. 并且
下列等式成立 ∏

y∈C(1)

|a|[Ky :k(T )y ]
y = 1.

证明: (1) 由定理 4.16 知∏
y∈CKx

|a|[Ky :k(T )x]
y =

∏
y∈CKx

|NKy/k(T )x(a)|x.

由 (4.24) 得到要证的等式.
(2) 令

Qa(T ) = T d + b1T
d−1 + · · ·+ bd 和 Qa−1(T ) = Tn + c1T

n−1 + · · ·+ cn

分别为 a 和 a−1 在 k(T ) 上的极⼩多项式, 由定理 3.3.7 知, 存在 P1,(1)
k 的有

限⼦集 Z, 使得对任意 x ∈ P1,(1)
k \ Z 有

max{|b1|x, . . . , |bd|x, |c1|x, . . . , |cn|x} ⩽ 1,

所以 a 和 a−1 都是 (k(T ), |.|x) 的赋值环上的整元. 由定理 4.2.1 知, 对任意

x ∈ P1,(1)
k \ Z 及任意 y ∈ CKx 有 |a|y ⩽ 1 及 |a−1|y ⩽ 1. 若令 Sa = π−1(Z),

则有

∀ y ∈ C(1) \ Sa, |a|y = 1.

另外, 由 (1) 知 ∏
y∈C(1)

|a|[Ky :k(T )y ]
y =

∏
x∈P1,(1)

k

|NK/k(T )(a)|x.

由定理 3.3.7 便得到要证的等式.
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4.4.2 超范数族及在有理函数域上的推出

定义 4.4.2. 设 E 为有限维K-线性空间. ⽤ HK(E) 来表⽰形如 (∥.∥y)y∈C(1)

的范数族组成的集合, 其中 ∥.∥y 是线性空间 E ⊗K Ky 上的超范数. 如果

ξ = (∥.∥y)y∈C(1) 是 HK(E) 中的范数族, 对任意 x ∈ P1,(1)
k , ⽤ ∥.∥ξ,x 表⽰

k(T )x ⊗k(T ) E 上的范数, 在同构 (见推论 4.3.3)

k(T )x ⊗k(T ) E ∼=
⊕
y∈CKx

Ky ⊗K E

之下等同于如下范数(
(sy)y∈CKx ∈

⊕
y∈CKx

Ky ⊗K E

)
7−→ max

y∈CKx
∥sy∥y.

换句话说, ∥.∥ξ,x 是 (∥.∥y)y∈CKx 的正交直和 (见 §3.2.11). 我们⽤ prC,∗(ξ) 和

p̃rC,∗(ξ) 分别表⽰ Hk(T )(E) 中的范数族 (∥.∥ξ,x)x∈P1,(1)
k

和 (∥.∥ξ,x,pur)x∈P1,(1)
k

,
其中 ∥.∥ξ,x,pur 是 ∥.∥ξ,x 的纯化 (见定义 3.2.22).

设 E 和 E′ 为 K 上的有限维线性空间,

ξ = (∥.∥y)y∈C(1) ∈ HK(E), ξ′ = (∥.∥′y)y∈C(1) ∈ HK(E
′).

如果 f : E → E′ 是 K-线性空间的同构, 使得对任意 y ∈ C(1) 以及任意

s ∈ Ky ⊗K E 有

∥fKy(s)∥′y = ∥s∥y,

那么说 f 是从 ξ 到 ξ′ 的等距同构.

例 4.4.3. 设 E 为有限维 K-线性空间,

ξ = (∥.∥y)y∈C(1) ∈ HK(E).

⽤ ξ∨ 表⽰范数族

(∥.∥y,∗)y∈C(1) ∈ HK(E),

其中 ∥.∥y,∗ 是 ∥.∥y 的对偶范数, 在同构

Ky ⊗K E∨ ∼= (Ky ⊗K E)∨

之下视为 Ky ⊗K E∨ 上的范数. 类似地, ⽤ det(ξ) 表⽰范数族

(∥.∥y,det)y∈C(1) ∈ HK(det(E)),
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其中 ∥.∥y,det 是

Ky ⊗K det(E) ∼= det(Ky ⊗K E)

上的⾏列式范数.
设 M 为⼀维 K-线性空间, ξ′ = (∥.∥′y)y∈C(1) 为 HM 中的元素. ⽤ ξ⊗ ξ′

表⽰如下定义的范数族 (∥.∥′′y)y∈C(1) ∈ HK(E ⊗K M), 其中 ∥.∥′′y 是

Ky ⊗K (E ⊗M) ∼= (Ky ⊗K E)⊗Ky (Ky ⊗K M)

上的范数, 使得

∀ (s, λ) ∈ (Ky ⊗K E)× (Ky ⊗K M), ∥s⊗ λ∥′′y = ∥s∥y · ∥λ∥′y.

例 4.4.4. 我们⽤ ωK/k(T ) 表⽰⼀维 K-线性空间 Homk(T )(K, k(T )). 对任意

y ∈ C(1), ⽤ ∥.∥′ω,y 表⽰ Ky ⊗K ωK/k(T ) 上的范数, 使得

∥TrK/k(T ) ∥ω,y = sup
a∈K×

y

|TrKy/k(T )x(a)|x
|a|y

,

其中 x = prC(y). 这样构造的范数族 ωC/P1
k
:= (∥.∥y)y∈C(1) 是 HK(ωK/k(T ))

的元素. 类似地, 对任意 x ∈ P1,(1)
k 及 y ∈ CKx , 令

∥.∥′ω,y =
|ϖx|x
|ϖy|y

∥.∥ω,y,

其中 ϖx 和 ϖy 分别表⽰ k(T )x 和 Ky 的单值化⼦. ⽤ ω′
C/P1

k
表⽰范数族

(∥.∥′ω,y)y∈C(1) . 这也是 HK(ωK/k(T )) 中的元素.

注 4.4.5. 设 E 为 K 上的有限维线性空间, ξ = (∥.∥y)y∈C(1) ∈ HK(E). 由

命题 4.2.9 知

E∨ ⊗K ωK/k(T ) −→ Homk(T )(E, k(T )), α⊗ φ 7−→ φ ◦ α (4.26)

是 K-线性空间的同构, 也就是说, 任意 Homk(T )(E, k(T )) 中的元素可以唯

⼀地写成 TrK/k(T ) ◦g 的形式, 其中 g ∈ E∨. 这样, 对任意 x ∈ P1,(1)
k 以及任

意 y ∈ CKx , 以下 Ky-线性映射是线性同构

Ky ⊗K Homk(T )(E, k(T )) −→ Homk(T )x(Ey, k(T )x),

λ⊗ (TrK/k(T ) ◦g) 7−→ TrKy/k(T )x ◦(λgy),

其中 gy : Ey → Ky 是 g : E → K 所诱导的 Ky-线性形式. 在 Ky-线性空间

Homk(T )x(Ey, k(T )x) 上考虑算⼦范数并通过上述同构诱导

Ky ⊗K Homk(T )(E, k(T ))
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上的⼀个范数 ∥.∥′y,∗. ⽤ ξ∗ 表⽰范数族 (∥.∥′y,∗)y∈C(1) . 由命题 4.2.10 知 (4.26)
定义了从 ξ∨ ⊗ ωC/P1 到 ξ∗ 的等距同构.

假设所有的范数 ∥.∥y 都是纯范数 (或等价地, 每个赋超范线性空间

(Ey, ∥.∥y) 都具有标准正交基). 对任意 x ∈ P1,(1)
k , 推论 4.3.3 (1) 中的同

构诱导 k(T )x-线性同构

k(T )x ⊗k(T ) E ∼=
( ∏
y∈CKx

Ky

)
⊗K E ∼=

∏
y∈CKx

Ey, (4.27)

进⽽诱导 k(T )x-线性同构如下

k(T )x ⊗k(T ) Homk(T )(E, k(T ))
ψ(1)
x // Homk(T )x(k(T )x ⊗k(T ) E, k(T )x)

ψ(2)
x

��∏
y∈CKx

Homk(T )x(Ey, k(T )x) Homk(T )x

( ∏
y∈CKx

Ey, k(T )x

)
ψ(3)
x

oo

(4.28)

其中对任意 g ∈ E∨, ψ(1)
x 将

1⊗ (TrK/k(T ) ◦g) ∈ k(T )x ⊗k(T ) Homk(T )(E, k(T )) (4.29)

映为 k(T )x-线性空间 k(T )x ⊗k(T ) E 上的线性泛函 (等式来⾃于 (4.25))

(λ⊗ s) 7−→ TrK/k(T )(g(s)) =
∑
y∈CKx

TrKy/k(T )x(gy(s)),

ψ
(2)
x 由 (4.27) 诱导, ψ(3)

x 是⾃然同构. ⽤ ψx 表⽰ k(T )x-线性同构 ψ
(3)
x , ψ(2)

x

和 ψ
(1)
x 的复合. 依定义, (4.29) 在 ψx 下的像等于 (TrKy/k(T )x ◦gy)y∈CKx .
对任意 x ∈ P1,(1)

k 及任意 y ∈ CKx , ⽤ ∥.∥′y 表⽰ Ky-线性空间

HomKy(Ey,Ky)⊗Ky ωKy/k(T )x

上如下定义的范数 (∥.∥′ω,y 的构造见例 4.4.4):

∀ (α, f) ∈ HomKy(Ey,Ky)⊗Ky ωKy/k(T )x , ∥α⊗ f∥′y = ∥α∥y · ∥f∥′ω,y.

⽤ ∥.∥′y,purK 表⽰将 HomKy(Ey,Ky) ⊗Ky ωKy/k(T )x 视为 k(T )x-线性空间时

范数 ∥.∥′y 的纯化. 由注 4.2.11 知映射

HomKy(Ey,Ky)⊗Ky ωKy/k(T )x −→ Homk(T )x(Ey, k(T )x)

(α, f) 7−→ f ◦ α
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视为 k(T )x-线性同构时是从 ∥.∥′y,purK 到 ∥.∥y,purK ,∗ 的等距同构, 其中 ∥.∥y,purK
是将 Homk(T )x(Ey, k(T )x) 视为 k(T )x-线性空间时范数 ∥.∥x 的纯化. 所

以 (4.26) 视为 k(T )-线性空间的同构是从 p̃rC,∗(ξ∨ ⊗ ω′
C/P1) 到 p̃rC,∗(ξ)∨ 的

等距同构.

4.4.3 算术向量丛

定义 4.4.6. 所谓 K 上的算术向量丛, 是指形如 E = (E, ξ) 的数学对象, 其

中 E 是有限维 K-线性空间, ξ = (∥.∥y)y∈C(1) ∈ HK(E), 满⾜如下条件:

(1) 对任意 y ∈ C(1), 赋超范线性空间 (Ey, ∥.∥y) 具有⼀组标准正交基, 也

就是说每个范数 ∥.∥y 都是纯范数 (见 §3.2.12);

(2) 存在 E 的⼀组基 (ei)
r
i=1 以及 C(1) 的有限⼦集 S, 使得对任意 y ∈

C(1) \ S, (ei)ri=1 都是 (Ey, ∥.∥y) 的标准正交基.

如果 E 是 K 上的⼀维线性空间, 那么则说 E 是 K 上的算术线丛.
与例 3.4.1 类似, 如果 E = (E, ξ) 是 K 上的算术向量丛, 那么 (E∨, ξ∨)

组成 K 上的算术向量丛, 记作 E∨. 另外, (det(E), det(ξ)) 构成 K 上的算

术线丛, 记作 det(E). 如果 E = (E, ξ) 是 K 上的算术向量丛, M = (M, ξ′)

是 K 上的算术线丛, 那么 (E ⊗M, ξ ⊗ ξ′) 构成 K 上的算术向量丛, 记作

E ⊗M .

命题 4.4.7. (1) K = (K, (|.|y)y∈C(1)) 是 K 上的算术线丛.

(2) 假设 E = (E, ξ) 是 K 上的算术向量丛, 其中 ξ = (∥.∥y)y∈C(1) . 对任意
x ∈ P1,(1)

k , 用 ∥.∥ξ,x,pur 表示范数 ∥.∥ξ,x 的纯化. 那么

p̃rC,∗(E) = (E, (∥.∥ξ,x,pur)x∈P1,(1)
k

)

是 k(T ) 上的算术向量丛.

(3) (ωK/k(T ), ωC/P1
k
) 和 (ωK/k(T ), ω

′
C/P1

k
) 都是 K 上的算术线丛.

证明: (1) 对任意 y ∈ C(1), {1} 构成了 (Ky, |.|y) 的标准正交基.
(2) 设 (si)

r
i=1 为 E 在 K 上的⼀组基, S 为 P1,(1)

k 的有限⼦集, 使得对

任意 x ∈ P1,(1)
k \ S 及任意 y ∈ CKx , (si)ri=1 为 (Ky ⊗K E, ∥.∥y) 的标准正交

基. 任取 K 在 k(T ) 上的⼀组基 (aj)
n
j=1. 这样

e = (ajsi)(i,j)∈{1,...,r}×{1,...,n}



4 绝对值的扩张 105

是 E 在 k(T ) 上的⼀组基. 令 (s∨i )
r
i=1 为 (si)

r
i=1 在 E∨ = HomK(E,K) 中

的对偶基. 令 (a∨j )
n
j=1 为 (aj)

n
j=1 在对偶 k(T )-线性空间 Homk(T )(K, k(T ))

中的对偶基. 对任意 j ∈ {1, . . . , n}, 令 a∗j 为 L 中唯⼀的使得

a∨j = TrK/k(T )(a
∗
j · )

的元素. 这样

TrK/k(T )(a
∗
js

∨
i (.)), (i, j) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , n}

构成 e 在 Homk(T )(E, k(T )) 中的对偶基. 由注 4.4.5 知, 对任意 x ∈ P1,(1)
K

有

∥TrK/k(T )(a
∗
js

∨
i (.))∥x,∗ = max

y∈CKx
|a∗j |y · ∥s∨i ∥y,∗ · ∥TrKy/k(T )x ∥ω,y. (4.30)

对任意 y ∈ CKx , 由注 4.2.2 知, 对任意 b ∈ Ky 及任意

σ ∈ Homk(T )x-alg(Ky, k(T )
ac
x )

有 |σ(b)|x = |b|y. 从⽽由等式 (A.6) 和强三⾓形不等式推出

|TrKy/k(T )x(b)|x ⩽ |b|y.

这说明对任意 y ∈ C(1) 有 ∥TrL/K ∥ω,y ⩽ 1. 这样便从 (4.30) 推出

∥TrK/k(T )(a
∗
js

∨
i (.))∥x,∗ ⩽ max

y∈CKx
|a∗j |y · ∥s∨i ∥y,∗.

由命题 4.4.1 知存在 P1,(1)
k 的某包含 S 的有限⼦集 S′, 使得对任意 (i, j) ∈

{1, . . . , r} × {1, . . . , n} 以及任意 x ∈ P1,(1)
k \ S′ 有

∥ajsi∥x = max
y∈CKx

|aj |y · ∥si∥y = 1,

∥TrK/k(T )(a
∗
js

∨
i (.))∥x,∗ ⩽ 1.

这样由注 3.2.13 得出 e 是 (E ⊗k(T ) k(T )x, ∥.∥x) 的标准正交基.
(3) 令 (aj)

n
j=1 为 K 在 k(T ) 上的⼀组基, (a∗j )nj=1 为其相对于⾮退化双

线性形式

(a, b) 7−→ TrK/k(T )(ab)

的对偶基. 设 S 为 P1,(1)
k 的有限⼦集, 使得对任意 x ∈ P1,(1)

k 来说 (aj)
n
j=1 都

是 k(T )x ⊗k(T ) K 的标准正交基 (这同时也说明对任意 y ∈ CKx 来说 Ly 是
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Kx 的⾮分歧扩张), 并且从 (a∗j )
n
j=1 到 (aj)

n
j=1 的转移矩阵是 GLn(Ox) 中的

元素. 对这样的 x 来说线性映射

k(T )x ⊗k(T ) K −→ k(T )x ⊗k(T ) Homk(T )(K, k(T ))

λ⊗ b 7−→ λ⊗ TrK/k(T )(b · )

将标准正交基 (aj)
n
j=1 映为⼀组标准正交基, 所以是等距同构. 若将上述映

射的定义域和值域分别写成正交直和的形式 (见 (4.28))

k(T )x ⊗k(T ) K ∼=
⊕
y∈CKx

Ky,

k(T )x ⊗k(T ) Homk(T )(K, k(T )) ∼=
⊕
y∈CKx

Homk(T )x(Ky, k(T )x),

那么该映射将 b ∈ Ky 映为 TrKy/k(T )x(b · ), 并且诱导等距同构

Ky −→ Homk(T )x(Ky, k(T )x).

从⽽ ∥TrK/k(T ) ∥ω,y = 1.

4.4.4 Arakelov 度数

定义 4.4.8. 若 E = (E, (∥.∥y)y∈C) 是 K 上的算术向量丛, 定义 E 的

Arakelov 度数为

d̂eg(E) = −
∑
y∈C(1)

[Ky : k(T )y]
ln ∥s1 ∧ · · · ∧ sr∥y,det

ln(q)

定义 4.4.9. 设 F = (F, (∥.∥x)x∈P1,(1)
k

) 为 k(T ) 上的算术向量丛. ⽤ pr∗C(F )
来表⽰

(K ⊗k(T ) F, (∥.∥prC(y),Ky)y∈C(1)).

由命题 4.2.4 (1) 和 (2) 知 pr∗C(F ) 是 K 上的算术向量丛.

命题 4.4.10. 设 F = (F, (∥.∥x)x∈P1,(1)
k

) 为 k(T ) 上的算术向量丛. 等式

d̂eg(pr∗C(F )) = [K : k(T )] d̂eg(F )

成立.
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证明: 若 (si)
r
i=1 是 F 在 k(T ) 上的⼀组基, 那么由命题 4.2.4 (4) 和等式

(4.23) 知

d̂eg(pr∗C(F )) = −
∑
y∈C

[Ky : k(T )prC(y)]
ln ∥s1 ∧ · · · ∧ sr∥prC(y),det

ln(y)

= −[K : k(T )]
∑

x∈P1,(1)
k

ln ∥s1 ∧ · · · ∧ sr∥x,det
ln(q)

= [K : k(T )] d̂eg(F ).

(4.31)

4.4.5 曲线的 Riemann-Roch 定理

定义 4.4.11. 设 E = (E, (∥.∥y)y∈C) 为 K 上的算术向量丛. ⽤ Ĥ0(E) 来表

⽰集合

{s ∈ E | ∀ y ∈ C(1), ∥s∥y ⩽ 1}.

这样 Ĥ0(E) = Ĥ0(prC,∗(E)) = Ĥ0(p̃rC,∗(E)), 从⽽是有限维 k 线性空间.
另外⽤ ωK/k

′ 来表⽰

(ωK/k(T ), ω
′
C/P1

k
)⊗ pr∗C(ωk(T )/k)).

定理 4.4.12 (曲线的 Riemann-Roch 定理). 对任意 K 上的算术向量丛 E,
以下等式成立

dimk(Ĥ
0(E))− dimk(Ĥ

0(E
∨ ⊗ ωK/k

′)) = d̂eg(E) + dimK(E)(1− g(K/k)),

其中

g(K/k) =
1

2
d̂eg(ωK/k

′) + 1.

证明: 由注 4.4.5 知有如下等距同构

p̃rC,∗(E∨ ⊗ ωK/k(T )
′) ∼= p̃rC,∗(E)∨.

从⽽

p̃rC,∗(E∨ ⊗ ωK/k
′) ∼= p̃rC,∗(E)∨ ⊗ ωk(T )/k.

这样由定理 3.19 便推出

dimk(Ĥ
0(E))− dimk(Ĥ

0(E
∨ ⊗ ωK/k

′)) = d̂eg(p̃rC,∗(E)) + dimk(T )(E).
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⽽由注 4.2.7 知

d̂eg(p̃rC,∗(E)) = d̂eg(E) + dimK(E) · d̂eg(p̃rC,∗(K)).

这样从上式便推出

dimk(Ĥ
0(E))− dimk(Ĥ

0(E
∨ ⊗ ωK/k

′))

= d̂eg(E) + dimK(E) d̂eg(p̃rC,∗(K)) + dimk(T )(E)

= d̂eg(E) + dimK(E)(d̂eg(p̃rC,∗(K)) + [K : k(T )]).

最后, 将这个等式分别应⽤于 E = K 和 E = ωK/k
′ 的情形, 得到

d̂eg(ωK/k
′) + d̂eg(p̃rC,∗(K)) + [K : k(T )] = −d̂eg(p̃rC,∗(K))− [K : k(T )].

从⽽

d̂eg(p̃rC,∗(K)) + [K : k(T )] = −1

2
deg(ωK/k

′).

定理于是得证.

5 代数数域的几何

算术基本定理说明, 任意正整数可以分解成素因⼦的乘积, 并且在不考

虑素因⼦顺序的前提下分解是唯⼀的. 从⽽任意⾮零有理数 x 可以分解为

x =
∏
p∈P

pordp(x), (5.1)

其中 P 表⽰所有素数组成的集合, ordp(x) ∈ Z, 并且除了有限多个素数以

外有 ordp(x) = 0 (从⽽上式中的⽆穷乘积实际上应该视为满⾜ ordp(x) ̸= 0

的那些项的有限乘积). 约定 ordp(0) = +∞ 后, ordp(.) 构成 Q 上的离散赋

值. 特别地, 对任意 (x, y) ∈ Q×Q 如下关系成⽴

ordp(xy) = ordp(x) + ordp(y), ordp(x+ y) ⩾ min{ordp(x), ordp(y)}.

⽤ |.|p 表⽰映射

Q −→ R⩾0, |x|p := p− ordp(x).

上述关系说明了 |.|p 是 Q 上的绝对值, 称为 p-进绝对值. 另外, ⽤ |.|∞ 表⽰

Q 上通常的绝对值. 这样, ⾮零有理数的素因⼦分解 (5.1) 说明

∀x ∈ Q×, |x|∞ ·
∏
p∈P

|x|p = 1. (5.2)

这个等式称为有理数域的乘积公式.
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5.1 代数数域上的算术向量丛

本节中固定⼀个有理数域 Q 的有限扩张 K. ⽤ SK 表⽰延拓 Q 上通常

的绝对值 |.|∞ 或某 p-进绝对值 |.|p 的所有 K 上的绝对值构成的集合. 如果

v 是 SK 中的元素, 有时也⽤ |.|v 来表⽰绝对值 v. 这样 SQ 与 P ∪ {∞} 之

间有⾃然的⼀⼀对应, 为叙述⽅便, 下⽂中不时将集合 SQ 等同于 P ∪ {∞}.
对任意 p ∈ P ∪ {∞}, 如果 K 上的绝对值 v 延拓 Q 上的绝对值 |.|p, 则记

v | p 并⽤ Kv 表⽰域 K 相对于绝对值 v 的完备化, 有时为了⽅便也⽤ Qv

来表⽰ Q 相对于 |.|p 的完备化. ⽤ SK,p 来表⽰

{v ∈ SK | v | p}.

这样 SK,p 是基数不超过 [K : Q] 的有限集, 并且 SK 是 SK,p (p ∈ P ∪{∞})
的⽆交并. 我们记

SK,fin =
∪
p∈P

SK,p.

另外, ⽤ prK : SK → SQ = P ∪ {∞} 表⽰将 SK,p 中的元素映为 p 的投影

映射.

定义 5.1.1. 设 E 为有限维 K-线性空间. ⽤ HK(E) 表⽰形如 (∥.∥v)v∈SK
的范数族组成的集合, 其中当 v ∤ ∞ 时 ∥.∥v 是 Kv ⊗K E 上的超范数, 当

v | ∞ 时 ∥.∥v 是 Kv ⊗K E 上由内积诱导的范数. 设 E 和 E′ 为两个有限维

K-线性空间,

ξ = (∥.∥v)v∈SK ∈ HK(E), ξ′ = (∥.∥v)v∈SK ∈ HK(E
′).

如果 f : E → E′ 是 K-线性同构, 使得对任意 v ∈ SK 有

∀ s ∈ Kv ⊗K E, ∥fKv(s)∥′v = ∥s∥v,

那么说 f 是从 (E, ξ) 到 (E′, ξ′) 的等距同构, 或简单地说 f 是从 ξ 到 ξ′ 的

等距同构.
所谓 K 上的算术向量丛, 是指形如 E = (E, (∥.∥v)v∈SK ) 的数学对象,

其中 E 是有限维 K-线性空间, (∥.∥v)v∈SK ∈ HK(E), 满⾜以下条件:

(1) 对任意 v ∈ SK , (Ev, ∥.∥v) 具有标准正交基,

(2) 存在 SK 的有限⼦集 S 以及 E 在 K 上的⼀组基 (ei)
r
i=1, 使得对任意

v ∈ SK \ S, (ei)ri=1 是 (Ev, ∥.∥v) 的标准正交基.
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当 E 是⼀维 K-线性空间时, 算术向量丛 E 也称为算术线丛.

上节中介绍的关于有理函数域的⼀些构造和结论同样适⽤于代数数域.
证明的⽅法基本相同. 以下将在代数数域的框架解释这些构造和结论并指明

与上节中内容的联系, 证明的细节留给读者.

5.1.1 对偶, 行列式丛和张量积

设 E 为 K 上有限维线性空间, ξ = (∥.∥v)v∈SK ∈ HK(E). 我们⽤ ξ∨

来表⽰对偶范数族 (∥.∥v,∗)v∈SK ∈ HK(E
∨), ⽤ det(ξ) 来表⽰⾏列式范数族

(∥.∥v,det)v∈SK ∈ HK(det(E)). 如果 E = (E, ξ) 是 K 上的算术向量丛, 那么

E∨ := (E, ξ∨) 是 K 上的算术向量丛, det(E) := (det(E), det(ξ)) 是 K 上的

算术线丛. 另外, 如果 M 是⼀维 K-线性空间, ξ′ = (∥.∥′v)v∈SK ∈ HK(M),
那么如下定义的范数族 (∥.∥′′v)v∈SK 是 HK(E ⊗K M) 中的元素:

∀ (s, ℓ) ∈ Ev ×Mv, ∥s⊗ ℓ∥′′v = ∥s∥v · ∥ℓ∥′v.

我们将这个范数族记作 ξ ⊗ ξ′. 如果 E = (E, ξ) 和 M = (M, ξ′) 分别是

K-上的算术向量丛和算术线丛, 那么 E ⊗M := (E ⊗K M, ξ ⊗ ξ′) 是 K 上

的算术向量丛. 读者可以参考例 3.4.1 和定义 4.4.6 下⽅的段落.

5.1.2 在 Q 上的推出

设 E 为 K 上的有限维 K-线性空间, ξ = (∥.∥v)v∈SK ∈ HK(E). 对任意

p ∈ SQ = P ∪ {∞}, Qp-代数同构 (见推论 4.3.3)

Qp ⊗Q K −→
∏

v∈SK,p

Kv

诱导了 Qp-线性空间的同构

Qp ⊗Q E −→
⊕

v∈SK,p

Ev.

⽤ ∥.∥ξ,p 表⽰如下定义的 Qp ⊗Q E ∼=
⊕

v∈SK,p Ev 上的范数:

∀ s = (sv)v∈SK,p ∈
⊕

v∈SK,p

Ev, ∥s∥ξ,p :=


max
v∈SK,p

∥sv∥v, p ∈ P( ∑
v∈SK,∞

∥sv∥2v
)1/2

, p = ∞,
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并⽤ prK,∗(ξ) 表⽰范数族 (∥.∥ξ,p)p∈SQ ∈ HQ(E). 如果 (E, ξ) 是 K 上的算术

向量丛, ⽤ p̃rK,∗(ξ) 表⽰ (∥.∥ξ,p,pur)p∈SQ (见定义 3.2.22). 那么 (E, p̃rK,∗(ξ))
构成 Q 上的算术向量丛, 称为 E 在 Q 上的推出, 有时也记作 p̃rK,∗(E, ξ).
读者可以参考命题 4.4.7.

5.1.3 对偶化丛

⽤ ωK/Q 来表⽰⼀维 K-线性空间 HomQ(K,Q). 对任意 v ∈ SK , ⽤

∥.∥ω,v 表⽰ ωK/Q ⊗K Kv 上的范数, 使得对任意 p ∈ P ∪ {∞} 及任意

v ∈ SK,p 有

∥TrK/Q ⊗1∥ω,v = sup
a∈K×

v

|TrKv/Qp(a)|p
|a|v

.

这样

(ωK/Q, (∥.∥ω,v)v∈SK )

是 K 上的算术线丛. 范数族 (∥.∥ω,v)v∈SK 记作 ξωK/Q . 类似地, 对任意

p ∈ P ∪ {∞} 及任意 v ∈ SK,p, 令

∥.∥′ω,v :=
|ϖv|v
|p|p

∥.∥w,v,

其中 ϖv 表⽰ Kv 的单值化⼦. ⽤ ξ′ωK/Q
表⽰范数族 (∥.∥′ω,v)v∈SK . 除了有限

多个 v ∈ SK 以外有 ∥.∥′ω,v = ∥.∥ω,v, 并且 (ωK/Q, ξ
′
ωK/Q

) 也是 K 上的算术线

丛.

5.1.4 对偶性

设 E 为有限维 K-线性空间. 那么 HomQ(E,Q) 在运算

K ×HomQ(E,Q) −→ HomQ(E,Q), (a, f) 7−→ f(a ·)

之下构成⼀个 K-线性空间, 其维数等于 E 在 K 上的维数. 另外, 由命

题 4.2.9 知映射

E∨ ⊗K HomQ(K,Q) −→ HomQ(E,Q), (g, φ) 7−→ φ ◦ g

是 K-线性同构. 换句话说, HomQ(E,Q) 中的元素可以唯⼀地写成 TrK/Q ◦g
的形式, 其中 g ∈ E∨. 这样, 对任意 v ∈ SK , 以下 Kv-线性映射是线性同构:

Kv ⊗K HomQ(E,Q) −→ HomQv(Kv ⊗K E,Qv),

λ⊗ (TrK/Q ◦g) 7−→ TrKv/Qv ◦(λgKv),
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其中 gKv : Kv ⊗K E → Kv 是 g ∈ E∨ 诱导的 Kv-线性形式.
给定 ξ = (∥.∥v)v∈SK ∈ HK(E). 赋 HomQv(Kv ⊗K E,Qv) 以算⼦范数

并通过上述线性同构诱导 Kv ⊗K HomQ(E,Q) 上的范数 ∥.∥Qv,∗. 这样

(∥.∥Qv,∗)v∈SK ∈ HK(HomQ(E,Q)),

并且等式

prK,∗((∥.∥Qv,∗)v∈SK ) = prK,∗(ξ)∨

成⽴. 另外映射

E∨ ⊗K HomQ(K,Q) −→ HomQ(E,Q), (α⊗ f) 7−→ f ◦ α

定义了从 prK,∗(ξ∨ ⊗ ξωK/Q) 到 prK,∗(ξ)∨ 的等距同构 (见命题 4.2.10). 类似

地, 该映射定义了从 p̃rK,∗(ξ∨ ⊗ ξ′ωK/Q
) 到 p̃rK,∗(ξ)∨ 的等距同构.

5.1.5 Euclid 网格

设 E = (E, (∥.∥p)p∈P∪{∞}) 为 Q 上的算术向量丛. 令

E = {s ∈ E | sup
p∈P

∥s∥p ⩽ 1}.

⽤定理 3.4.3 的⽅法可以证明, E 是⾃由 Z-模, 其秩等于 dimQ(E), 并且 E 的

任意⼀组整基在赋超范线性空间 (Ep, ∥.∥p) 中都是标准正交基, 其中 p ∈ P .
但定理 3.4.3 的第⼆个结论对于有理数域并不成⽴: ⼀般不能保证存在 E 的

整基是 (E∞, ∥.∥∞) 的正交基. 这样 E 是 Euclid 空间 (E∞, ∥.∥∞) 中的离散

⼦群并且是实线性空间 E∞ 的⽣成元组, 也就是说 E 是 (E∞, ∥.∥∞) 中的

Euclid ⽹格.

5.1.6 乘积公式和 Arakelov 度数

与命题 4.4.1 类似, 从有理数域 Q 的乘积公式 (5.2) 出发可以推出⼀般

代数数域上的乘积公式: 对任意 a ∈ K×, 存在 SK 的有限⼦集 Sa, 使得对

任意 v ∈ SK \ Sa 有 |a|v = 1, 并且下列等式成⽴∏
v∈SK

|a|[Kv:Qv]v = 1. (5.3)

设 E = (E, (∥.∥v)v∈SK ) 为 K 上的算术向量丛. 定义 E 的 Arakelov 度数为

d̂eg(E) := −
∑
v∈SK

[Kv : Qv] ln ∥e1 ∧ · · · ∧ er∥v,det,
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其中 (ei)
r
i=1 是 E 作为 K-线性空间的⼀组基. 由上述乘积公式 (5.3) 知

d̂eg(E) 的值与 (ei)
r
i=1 的选择⽆关. 另外, 由等式 (3.11) 知

d̂eg(E∨) = − d̂eg(E). (5.4)

假设 K = Q,
E = {s ∈ E | sup

p∈P
∥s∥p ⩽ 1}

是 E 对应的 Euclid ⽹格, 那么 exp(− d̂eg(E)) 的值等于 Euclid ⽹格 E ⊂
(E∞, ∥.∥∞) 的余体积, 也就是说

exp(− d̂eg(E)) = vol
(
{λ1e1 + · · ·+ λrer | (λ1, . . . , λr) ∈ [0, 1[

r}
)
,

其中 (ei)
r
i=1 是 E 的任⼀组整基.

5.2 数域的 Riemann-Roch 定理

5.2.1 有理数域的情形

考虑 Q 上的⼀个算术向量丛

E = (E, ξ) = (E, (∥.∥p)p∈P∪{∞})

并⽤

E = {s ∈ E | sup
p∈P

∥s∥p ⩽ 1}

来表⽰ E 所对应的 (E∞, ∥.∥∞) 中的 Euclid ⽹格.
对任意 E∞ 的⼦集 A, ⽤ ρ(A) 表⽰∑

x∈A

exp
(
− π∥x∥2∞

)
∈ [0,+∞].

特别地, ρ(E) 又记作 Θ(E), 称为算术向量丛 E 的 Θ 级数.

命题 5.2.1. 对任意 x ∈ E∞ 有 ρ(E + x) < +∞, 其中

E + x := {u+ x | u ∈ E}.

另外, 函数 ρE : E∞ → R, x 7→ ρ(E + x) 是 E∞ 上的光滑 E-周期函数.
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证明: 令 (ei)
r
i=1 为 E 的⼀组整基. 由范数等价性知存在常数 c > 0 使得

∀ (a1, . . . , ar) ∈ Rr, ∥a1e1 + · · ·+ arer∥2 ⩾ c(a21 + · · ·+ a2r).

这样对任意 x = b1e1 + · · ·+ brer ∈ E∞ 有

ρ(E + x) ⩽
∑

(a1,...,ar)∈Zr
exp

(
− cπ

(
(a1 + b1)

2 + · · ·+ (ar + br)
2
))

=
r∏
ℓ=1

(∑
a∈Z

exp
(
− cπ(a+ bℓ)

2
))

< +∞.

由定义⽴即得到函数 ρE(.) 的 E 周期性. 最后, ρE 作为函数项级数, 其任意

阶偏导数都形如 ∑
u∈E

P (u+ x) exp(π∥u+ x∥2∞), (5.5)

其中 P (.) 是 E∞ 上的多项式函数. 对任意 δ > 0, 存在常数 CP > 0 使得

不等式 |P (y)| ⩽ CP exp(δ∥y∥2) 对于任意 y ∈ E∞ 成⽴. 从⽽级数 (5.5) 在

E∞ 上⼀致收敛. 这说明了 ρE 在 E∞ 上是光滑函数.

命题 5.2.2. 对任意 α ∈ E∨
∞, 以下等式成立∫

E∞

exp
(
− π∥x∥2 − 2πα(x)

√
−1
)
dx = exp(−π∥α∥2∞,∗), (5.6)

其中 dx 表示 E∞ 上的 Lebesgue 测度, 使得 (E∞, ∥.∥∞) 的标准正交基张成

的平⾏超多面体的测度等于 1.

证明: 证明中将⽤到以下等式∫
R
exp(−πt2 − 2πθt

√
−1) dt = exp(−πθ2). (5.7)

这个等式可以通过考虑复变函数 z 7→ exp(−πz2) 在复平⾯中连接 −R, R,
R+ θ

√
−1, −R+ θ

√
−1, −R 的折线围道上的积分 (R > 0), 令 R 趋于⽆穷

并利⽤等式 ∫
R
exp(−πt2) dt = 1

⽽得出. 这个等式同时也证明了 α = 0 的情形之下的等式 (5.6).
以下假设 α 是⾮零线性形式. 由 Riesz 表⽰定理, 存在唯⼀的 y ∈ E∞

使得

∀x ∈ E∞, α(x) = ⟨y, x⟩∞,
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其中 ⟨ , ⟩∞ 是 Euclid 范数 ∥.∥∞ 所对应的内积. 在 E∞ 上取⼀组包含 ∥y∥−1
∞ y

的标准正交基将 E∞ 等同于 Rr, 从 Fubini 定理推出∫
E∞

exp
(
− π∥x∥2 − 2πα(x)

√
−1
)
dx

=

(∫
R
exp(−πt2) dt

)n−1 ∫
R
exp(−πt2 − 2πt∥y∥∞

√
−1) dt.

这样由等式 (5.7) 和关系 ∥y∥∞ = ∥α∥∞,∗ 便得到 (5.6).

定理 5.2.3 (Q 上的 Riemann-Roch 定理). 对任意 x ∈ E∞, 以下等式成立

ρ(E + x) = exp
(
d̂eg(E)

) ∑
α∈E∨

exp
(
− π∥α∥2∞,∗ + 2πα(x)

√
−1
)
. (5.8)

特别地,
ln(Θ(E))− ln(Θ(E∨)) = d̂eg(E). (5.9)

最后, 函数
(t ∈ ]0,+∞[) 7−→ trρ(tE)

单调递增, 其中 r = dimQ(E).

证明: 令 (ei)
r
i=1 为 E 的⼀组整基并令

D = {λ1e1 + · · ·+ λrer | (λ1, . . . , λr) ∈ [0, 1[
r}.

考虑 D 上的平⽅可积复值函数构成的复线性空间 L2(D,C). 在其上定义 L2

内积如下:

∀ (f, g) ∈ L2(D,C), ⟨f, g⟩L2 = exp
(
d̂eg(E)

) ∫
D

f(x)g(x) dx.

在这个内积之下, (exp(2πα(.)
√
−1))α∈E∨ 构成 Hilbert 空间 (L2(D,C), ⟨ , ⟩L2)

的⼀组标准正交基. 所以函数项级数

exp
(
d̂eg(E)

) ∑
α∈E∨

exp(2πα(.)
√
−1)

∫
D

ρ(E + y)e−2πα(y)
√
−1 dy (5.10)

在 L2 范数下收敛到 ρE |D. 另外, 以下等式成⽴∫
D

ρ(E + y)e−2α(y)
√
−1 dy =

∫
D

∑
u∈E

exp
(
− π∥y + u∥2∞ − 2πα(y)

√
−1
)
dy

=

∫
E∞

exp
(
− π∥x∥2 − 2πα(x)

√
−1
)
dx = exp(−π∥α∥2∗).
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由于 ρE 是连续函数, 并且∑
α∈E∨

exp(−π∥α∥2∗) < +∞,

级数 (5.10) ⼀致收敛到 ρE |D. 从⽽等式 (5.8) 成⽴. 将该等式⽤于 x = 0 的

情形就得到 (5.9). 最后, 在 (5.8) 中取 x = 0 并将 ∥.∥∞ 替换成 t∥.∥∞ 得到

ρ(tE) = t−r exp(d̂eg(E))
∑
α∈E∨

e−πt−2∥α∥2
∞,∗ .

这说明了 (t ∈ ]0,+∞[) 7→ trρ(tE) 是单调上升函数.

注 5.2.4. 如果将定理 5.2.3 与定理 3.4.6 相⽐较, 不难观察出有理数域的情

形下与向量丛整体截⾯空间的维数类似的量是 Θ 级数的对数. 这个量⼀般

来说并不是整数. 在以有限域为系数域的有理函数域的情形下, 向量丛整体

截⾯空间的维数也可以写成整体截⾯空间的基数的以有限域的基数为底的

对数. 从这个⾓度出发也可以类似地定义

Ĥ0(E) := {s ∈ E | ∥s∥∞ ⩽ 1} =
{
s ∈ E | sup

p∈P∪{∞}
∥s∥p ⩽ 1

}
,

并⽤ ln(card(Ĥ0(E))) 来类⽐有理函数域情形下向量丛整体截⾯空间的维

数. 注意到

Θ(E) ⩾
∑

s∈Ĥ0(E)

exp(−π∥s∥2∞) ⩾ e−π card(Ĥ0(E)),

从⽽

ln(Θ(E)) ⩾ ln(card(Ĥ0(E)))− π. (5.11)

反过来, 对单调递增函数

(t ∈ ]0,+∞[) −→ ln(ρ(
√
tE)) + r

2
ln(t)

求导后得到 ∑
s∈E

∥s∥2∞e−πt∥s∥2
∞ ⩽ r

2πt

∑
s∈E

e−πt∥s∥2
∞ .

从⽽ ∑
s∈E, ∥s∥∞⩾1

e−πt∥s∥2
∞ ⩽

∑
s∈E

∥s∥2∞e−πt∥s∥2
∞ ⩽ r

2πt

∑
s∈E

e−πt∥s∥2
∞ .
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这说明了

card(Ĥ0(E)) ⩾
∑

s∈E, ∥s∥∞<1

e−πt∥s∥2
∞ ⩾

(
1− r

2πt

)
ρ(
√
tE). (5.12)

最后, 由函数

(t ∈ ]0,+∞[) 7−→ tr/2ρ(
√
tE)

的单调上升性知, 当 t ⩾ 1 时

ρ(
√
tE) ⩾ t−r/2ρ(E) = t−r/2Θ(E).

在 (5.12) 中取 t = r 得到

ln(card(Ĥ0(E))) ⩾ ln(Θ(E))− r

2
ln(r) + ln

(
1− 1

2π

)
. (5.13)

关于 Euclid ⽹格 Θ 级数更进⼀步的知识, 读者可以参考 [17, 18]. 在

Riemann-Roch 公式 (5.9) 中如果将 Θ(.) 换成 card(Ĥ0(.)), 等式⼀般来说不

成⽴, 但 Gillet 和 Soulé [59] 证明了如下不等式成⽴:∣∣ ln(card(Ĥ0(E))− ln(card(Ĥ0(E∨))− d̂eg(E)
∣∣ ⩽ r ln(6)− ln(Vr),

其中

Vn =
πn/2

Γ(n
2
+ 1)

⩾
(

2√
n

)n
表⽰ n 维 Euclid 空间中单位球的体积.

5.2.2 一般数域的情形

令 K 为 Q 的有限扩张并令 E = (E, ξ) 为 K 上的算术向量丛. 对任意

p ∈ P ∪ {∞}, 令 ∥.∥ξ,p 表⽰如下定义的 Qp ⊗Q E ∼=
⊕

v∈SK,p Ev 上的范数:

∀ s = (sv)v∈SK,p ∈
⊕

v∈SK,p

Ev, ∥s∥ξ,p :=


max
v∈SK,p

∥sv∥v, p ∈ P( ∑
v∈SK,∞

∥sv∥2v
)1/2

, p = ∞,

并⽤ prK,∗(ξ) 和 p̃rK,∗(ξ) 分别表⽰范数族 (∥.∥ξ,p)p∈SQ 和 (∥.∥ξ,p,pur)p∈SQ . 这

样 p̃rK,∗(E) = (E, p̃rK,∗(ξ)) 是 Q 上的算术向量丛, 并且 Q-线性同构

E∨ ⊗K HomQ(K,Q) −→ HomQ(E,Q), (α⊗ f) 7−→ f ◦ α
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定义了从 prK,∗(ξ∨ ⊗ ξ′ωK/Q
) 到 p̃rK,∗(ξ)∨ 的等距同构 (见 §5.1.2 和 §5.1.4).

对 p̃rK,∗(E) 应⽤等式 (5.9), 得到

ln(Θ(p̃rK,∗(E)))− ln(Θ(p̃rK,∗(E)∨)) = d̂eg(p̃rK,∗(E)).

又由注 4.2.7 推出

d̂eg(p̃rK,∗(E)) = d̂eg(E) + dimK(E) d̂eg(p̃rK,∗(K)).

从⽽得到以下结论.

定理 5.2.5. 对任意 K 上得算术向量丛 E, 等式

lnΘ(p̃rK,∗(E))− lnΘ(p̃rK,∗(E
∨ ⊗ (ωK/Q, ξ

′
ωK/Q

)))

= d̂eg(E) + dimK(E) d̂eg(p̃rK,∗(K))
(5.14)

成立.

注 5.2.6. 将等式 (5.14) 分别应⽤于 E = K 和 E = (ωK/Q, ξ
′
ωK/Q

), 得

−1

2
d̂eg(p̃rK,∗(K)) = d̂eg(ωK/Q, ξ

′
ωK/Q

).

这个值等于 K 在 Q 上的判别式 (discriminant) 绝对值的对数.

5.3 Harder-Narasimhan 理论

前⼀节中我们了解到如何⽤ Θ 级数来类⽐向量丛的整体截⾯空间并

且通过 Fourier 分析来得到代数数域上的 Riemann-Roch 定理. 本节将介

绍数域的算术⼏何和射影曲线上向量丛的代数⼏何的另⼀类⽐: Harder-
Narasimhan 理论. 这个理论最早是 Harder 和 Narasimhan [67] 在代数

⼏何的框架中引进的. 算术⼏何中, Stuhler [116] 建⽴了 Euclid 空间⽹

格的 Harder-Narasimhan 理论. 此后这个理论在 Grayson [61], Bost [15],
Gaudron [57] 等⼈的著作中得到进⼀步的发展. 和之前介绍的 Riemann-
Roch 定理相⽐, Harder-Narasimhan 理论具有更好的对称性, 并且适⽤于⾮

常⼀般的范数族.

定义 5.3.1. 设 E 是数域 K 上的有限维线性空间. ⽤ NK(E) 表⽰形如

(∥.∥v)v∈SK 的范数族构成的集合, 其中 ∥.∥v 是 E ⊗K Kv 上的范数, 并且当

v 是⾮阿基⽶德绝对值时 ∥.∥v 是超范数38. 设 ξ = (∥.∥v)v∈SK ∈ NK(E). 如

果以下两个条件成⽴, 那么说 ξ 是受控制的 (dominated):
38注意到 NK(E) 和 HK(E) 的区别是在阿基⽶德绝对值处允许⼀般的范数.
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(1) 对任意 s ∈ E \ {0},∑
v∈SK

[Kv : Qv] ·
∣∣ ln ∥s∥v∣∣ < +∞,

(2) 对任意 α ∈ E∨ \ {0},∑
v∈SK

[Kv : Qv] ·
∣∣ ln ∥α∥v,∗∣∣ < +∞.

我们⽤ N dom
K (E) 表⽰ NK(E) 中受控制的范数族构成的集合, ⽤ Hdom

K (E)

表⽰ HK(E) 中受控制的范数族构成的集合.

注 5.3.2. 由定义不难看出, 如果 ξ 是受控制的, 那么 ξ∨ 亦然. 另外, 上述两

个条件也等价于要求39

(1’) 对任意 s ∈ E \ {0},∫
SK

[Kv : Qv] ln ∥s∥v dv := inf
S⊂SK
S 有限

sup
S⊂T⊂SK
T 有限

∑
v∈T

[Kv : Qv] ln ∥s∥v < +∞,

(2’) 对任意 α ∈ E∨ \ {0},∫
SK

[Kv : Qv] ln ∥α∥v,∗ dv := inf
S⊂SK
S 有限

sup
S⊂T⊂SK
T 有限

∑
v∈T

[Kv : Qv] ln ∥α∥v,∗ < +∞.

事实上, 对任意 s ∈ E \ {0}, 存在 α ∈ E∨ \ {0} 使得 α(s) ̸= 0. 对任意

v ∈ SK 有

|α(s)|v ⩽ ∥s∥v · ∥α∥v,∗.

由乘积公式知存在 SK 的有限⼦集 S′, 使得对任意 v ∈ SK\S′ 有 |α(s)|v = 1,
并且 ∑

v∈SK

ln |α(s)|v = 0.

这样得到, 对于任意包含 S′ 的 SK 的有限⼦集有∑
v∈S

ln ∥s∥v +
∑
v∈S

ln ∥α∥v,∗ ⩾ 0.

39这⾥我们赋 SK 以离散的 σ-代数和计数测度并考虑这个测度空间的上积分.
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再结合条件 (1’) 和 (2’) 便得到⽆穷和式∑
v∈SK

ln ∥s∥v 和
∑
v∈SK

ln ∥α∥v,∗

的绝对收敛性. ⽤这个判别法可以证明, 如果 ξ = (∥.∥v)v∈SK 使得 (E, ξ) 是

K 上的算术向量丛, 那么 ξ 是受控制的范数族. 事实上, 假设 (ei)
r
i=1 是 E

的⼀组基, S 是 SK 的包含 SK,∞ 的有限⼦集, 使得对任意 v ∈ SK \ S 来说

(ei)
r
i=1 都是标准正交基, 那么对任意 s = a1e1 + · · ·+ arer ∈ E \ {0} 有∫

SK

[Kv : Qv] ln ∥s∥v dv =
∑
v∈S

[Kv : Qv] ln ∥s∥v

+

∫
SK\S

[Kv : Qv] lnmax{|a1|v, . . . , |ar|v} dv < +∞.

将这个推理⽤于 ξ∨ 得到, 对任意 α ∈ E∨ \ {0} 有∫
SK

[Kv : Qv] ln ∥α∥v,∗ dv < +∞.

注 5.3.3. 设 E 为有限维⾮零 K-线性空间. 若 ξ = (∥.∥v)v∈SK 和 ξ′ =

(∥.∥′v)v∈SK 是 NK(E) 中两个元素, 令40

d(ξ, ξ′) :=
∑
v∈SK

[Kv : Qv] sup
s∈EKv\{0}

∣∣ ln ∥s∥v − ln ∥s∥′v
∣∣

=
∑
v∈SK

[Kv : Qv] sup
s∈E\{0}

∣∣ ln ∥s∥v − ln ∥s∥′v
∣∣ ∈ [0,+∞].

由定义得到, 对任意 s ∈ E \ {0},∫
SK

[Kv : Qv] ln ∥s∥v dv ⩽
∫
SK

[Kv : Qv] ln ∥s∥′v dv + d(ξ, ξ′).

另外, 不难验证41d(ξ, ξ′) = d(ξ∨, ξ′∨). 这样就得到, 如果 ξ 是受控制的范数

族并且 d(ξ, ξ′) < +∞, 那么 ξ′ 也是受控制的范数族. 反过来, 如果 ξ 和 ξ′ 都

是受控制的范数族, 那么 d(ξ, ξ′) < +∞. 事实上, 不妨设42e = (ei)
r
i=1 是 E

40最后⼀个等式由 E 在 EKv 中的稠密性可得.
41由对偶范数的构造得到 d(ξ∨1 , ξ

∨
2 ) ⩽ d(ξ1, ξ2); ⽽超范数或内积诱导的范数等于其双重对偶范数, 反

向的不等式也成⽴.
42容易证明 d 满⾜三⾓形不等式: 若 ξ1, ξ2 和 ξ3 是 HK(E) 中的三个元素, 那么不等式

d(ξ1, ξ2) ⩽ d(ξ1, ξ3) + d(ξ2, ξ3).

成⽴.
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的⼀组基, 对每个范数 ∥.∥2,v 来说都是标准正交基. 若 s = a1e1+· · ·+arer ∈
E \ {0}, 那么

∥s∥v ⩽

max{|a1|v · ∥e1∥v, . . . , |ar|v · ∥er∥v}, v ∈ SK \ SK,∞

|a1|v · ∥e1∥v + · · ·+ |ar|v · ∥er∥v, v ∈ SK,∞.

从⽽

ln ∥s∥v ⩽ ln ∥s∥′v +

max{ln ∥e1∥v, . . . , ln ∥er∥v}, v ∈ SK \ SK,∞,
1
2
ln(∥e1∥2v + · · ·+ ∥er∥2v), v ∈ SK,∞.

类似地, 对任意 α ∈ E∨ \ {0} 有

ln ∥α∥v,∗ ⩽ ln ∥α∥′v,∗ +

max{ln ∥e∨1 ∥v,∗, . . . , ln ∥e∨r ∥v,∗}, v ∈ SK \ SK,∞,
1
2
ln(∥e∨1 ∥2v,∗ + · · ·+ ∥e∨r ∥2v,∗), v ∈ SK,∞.

从等式43

sup
s∈E\{0}

∥s∥′v
∥s∥v

= sup
α∈E\{0}

∥α∥v,∗
∥α∥′v,∗

推出

∣∣ ln ∥s∥v−ln ∥s∥′v
∣∣ ⩽


max

i∈{1,...,r}
max{ln ∥ei∥v, ln ∥e∨i ∥v,∗}, v ∈ SK \ SK,∞,

1
2
max{ln(

∑r
i=1 ∥ei∥2v), ln(

∑r
i=1 ∥e∨i ∥2v,∗)}, v ∈ SK,∞.

通过这个判别法不难验证, 对任意 ξ ∈ N dom
K (E), det(ξ) ∈ N dom

K (det(E)). 另

外, 如果 M 是⼀维 K-线性空间, ξM ∈ N dom
K (M), 那么对任意 ξ ∈ N dom

K (E)

有

ξ ⊗ ξM ∈ N dom
K (E ⊗K M),

其中 ξ⊗ξM 表⽰张量积范数 (见 §3.2.10) 构成的范数族. 如果 ξ = (∥.∥v)v∈SK
是 E 上受控制的范数族, 对任意 E 的线性⼦空间 F , 由 ∥.∥v 在 Fv 上的限

43对任意 s ∈ E \ {0} 有 |α(s)|v ⩽ ∥α∥′
v · ∥s∥′

v , 从⽽

∥α∥v,∗ = sup
s∈E\{0}

|α(s)|v
∥s∥v

⩽ ∥α∥′
v · sup

s∈E\{0}

∥s∥′
v

∥s∥v
.

这样得到

sup
s∈E\{0}

∥s∥′
v

∥s∥v
⩾ sup
α∈E\{0}

∥α∥v,∗
∥α∥′

v,∗
.

再利⽤双重对偶范数得到反向的不等式.
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制构成的范数族是 NK(F ) 中受控制的范数族; 对任意 E 的商线性空间 G,
由 ∥.∥v 在 Gv 上的商范数构成的范数族是 NK(G) 中受控制的范数族. 由

注 5.3.3 知这些命题只需要对某个特殊的受控制范数族 ξ 证明即可, 典型的

选择是固定 E 的⼀组适当的基并选取 ∥.∥v 使得该基成为标准正交基, 具体

细节留给读者.

定义 5.3.4. 设 E 为有限维 K-线性空间, ξ 是 NK(E) 中受控制的范数族.
如果 (si)

r
i=1 是 E 在 K 上的⼀组基, 那么和式

−
∑
v∈SK

[Kv : Qv] ln ∥s1 ∧ · · · ∧ sr∥v,det

绝对收敛, 并且其和与 (si)
r
i=1 的选择⽆关. 我们将其称为 (E, ξ) 的 Arakelov

度数, 记作 d̂eg(E, ξ). 如果 E 是⾮零线性空间, ⽐值

µ̂(E, ξ) :=
d̂eg(E, ξ)
dimK(E)

称为 (E, ξ) 的斜率.
设 E 和 E′ 为有限维⾮零 K-线性空间, 假设它们具有相同的维数, 并

且 f : E → E′ 是 K-线性同构. 如果 ξ = (∥.∥v)v∈SK 和 ξ′ = (∥.∥′v)v∈SK 分

别是 N dom
K (E) 和 N dom

K (E′) 中的元素, 由注 5.3.2 知和式∑
v∈SK

[Kv : Qv] sup
s∈E\{0}

ln ∥f(s)∥′v
∥s∥v

绝对收敛. 我们⽤ hξ,ξ′(f) 来表⽰其和, 有时也简记为 h(f).

命题 5.3.5. 设 E 和 E′ 为有限维非零 K-线性空间, f : E → E′ 为 K-线性
同构, ξ ∈ N dom

K (E), ξ′ ∈ N dom
K (E′). 那么

d̂eg(E, ξ) = d̂eg(E′, ξ′) + hdet(ξ),det(ξ′)(det(f))
⩽ d̂eg(E′, ξ′) + dimK(E)hξ,ξ′(f)

(5.15)

证明: 假设 (V, ∥.∥) 和 (V ′, ∥.∥) 是某完备赋值域上的⼀维赋范线性空间,
φ : V → V ′ 是线性同构, 那么对任意 s ∈ V 来说 ∥φ(s)∥′ 都等于 φ 的算⼦

范数乘以 ∥s∥. 从⽽ (5.15) 中的等式成⽴, 其不等式部分是 Hadamard 不等

式的推论 (见推论 3.2.16).

命题 5.3.6. 设 E 为有限维 K-线性空间, F 为 E 的线性⼦空间, G 为商空
间 E/F . 设 ξ = (∥.∥v)v∈SK 为 N dom

K (E) 中的元素, ξF 为范数 ∥.∥v 在 Fv 上
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的限制构成的范数族, ξG 为 ∥.∥v 在 Gv 上的商范数构成的范数族. 那么不
等式

d̂eg(E, ξ) ⩾ d̂eg(F, ξF ) + d̂eg(G, ξG) (5.16)

成立, 当 ξ ∈ Hdom
K 时 (5.16) 的左右两边相等. 特别地, 如果 F 和 G 都是非

零线性空间, 那么

µ̂(E, ξ) ⩾ min{µ̂(F, ξF ), µ̂(G, ξG)}. (5.17)

证明: 如果 (ei)
n
i=1 是 Fv 在 Kv 上的⼀组基, (gj)n+mj=n+1 是 Gv 在 Kv 上的

⼀组基, 并且对任意 j ∈ {n+ 1, . . . , n+m} 选取等价类 gj 的任意⼀个代表

元 ej , 那么 (ei)
n+m
i=1 构成 Ev 的⼀组基. 对 e1 ∧ · · · ∧ en+m ⽤ Hadamard 不

等式, 由命题 3.2.15 得到

d̂eg(E, ξ) ⩾ d̂eg(F, ξF ) + d̂eg(G, ξG). (5.18)

当 F 和 G 都是⾮零线性空间时, 该不等式两边除以 dimK(E) 后得到

µ̂(E, ξ) ⩾ dimK(F )

dimK(E)
µ̂(F, ξF ) +

dimK(G)

dimK(E)
µ̂(G, ξG)

⩾ min{µ̂(F, ξF ), µ̂(G, ξG)}.

当 ξ ∈ Hdom
K (E) 时, ⽤正交化定理 3.2.7 可以构造 Ev 的 α-正交基, 与 Fv

的交集构成 Fv 的⼀组基. 由命题 3.2.15 和 Hadamard 不等式得到不等号

与 (5.18) 反向的不等式. 从⽽等式 (5.16) 成⽴.

定义 5.3.7. 设 E 为 K 上的有限维⾮零 K-线性空间. ⽤ Sq(E) 表⽰ E

的满⾜ F ′ ⊊ F 的线性⼦空间对 (F ′, F ) 构成的集合. 假设 ξ = (∥.∥v)v∈SK
是 NK(E) 中的范数族, (F ′, F ) ∈ Sq(E). 对任意 v ∈ SK , 范数 ∥.∥v 诱导

Fv = F ⊗K Kv 上的限制范数, 进⽽诱导商空间 Fv/F
′
v 上的商范数. 这个范

数称为 ∥.∥v 诱导的子商范数44. 这些⼦商范数构成的范数族是 NK(F/F
′)

中的元素, 记作 ξF/F ′ . 如果 ξ 是受控制的范数族, 那么 ξF/F ′ 也是受控制的,
此时我们⽤ µ̂ξ(F

′, F ) 来表⽰斜率 µ̂(F/F ′, ξF/F ′).

命题 5.3.8. 设 E 为有限维非零 K-线性空间. 在集合 Sq(E) 上定义序关系

≺ 如下:

(F ′
1, F1) ≺ (F ′

2, F2) 当且仅当 F2 = F1 + F ′
2 且 F ′

1 = F1 ∩ F ′
2.

44可以证明该范数也等于 ∥.∥v 在 Ev/F
′
v 上的商范数在 Fv/F

′
v 上的限制.
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对任意 ξ ∈ N dom
K (E), 映射 µ̂ξ : Sq(E) → R 是保序映射.

证明: 设 (F ′
1, F1) 和 (F ′

2, F2) 为 Sq(E) 中的两个元素, 使得 (F ′
1, F1) ≺

(F ′
2, F2). 这样包含映射 F1 → F2 诱导 K 线性同构 F1/F

′
1 → F2/F

′
2. 我们

将它记作 f . 设 ξ = (∥.∥v)v∈SK ∈ N dom
K (E). 对任意 v ∈ SK , 分别令 ∥.∥1,v

和 ∥.∥2,v 为 ∥.∥v 在 F1,v/F
′
1,v 和 F2,v/F

′
2,v 上诱导的⼦商范数. 由定义知,

∀ s ∈ F1,v,
∥∥fv([s])∥∥2,v = inf

s′∈F ′
2,v

∥s+ s′∥v ⩽ inf
s′∈F ′

1,v

∥s+ s′∥v =
∥∥[s]∥∥

1,v
.

这说明 fv 的算⼦范数 ⩽ 1. 于是由命题 5.3.5 得到不等式

µ̂ξ(F
′
1, F1) ⩽ µ̂ξ(F

′
2, F2).

命题 5.3.9. 设 E 为有限维非零 K-线性空间, ξ ∈ Hint
K (E). 那么以下等式成

立:
inf
F ′⊊E

sup
F ′⊊F⊂E

µ̂ξ(F
′, F ) = inf

E′⊊E
µ̂ξ(E

′, E), (5.19)

其中等式左边的 F ′ 取遍 E 的真线性⼦空间, F 取遍真包含 F ′ 的 E 的线

性⼦空间, 等式右边的 E′ 取遍 E 的真线性⼦空间.

证明: 由定义不难看出 (5.19) 中等式的左边是右边的上界, 从⽽只要证明

反向的不等式. ⽤反证法. 假设严格的不等式

inf
E′⊊E

µξ(E
′, E) < inf

F ′⊊E
sup

F ′⊊F⊂E
µ̂ξ(F

′, F )

成⽴, 并在所有满⾜

µ̂ξ(E
′, E) < inf

F ′⊊E
sup

F ′⊊F⊂E
µ̂ξ(F

′, F ) (5.20)

的 E 的真线性⼦空间 E′ 中任选⼀个, 使得 dimK(E)− dimK(E
′) 最⼩. 假

设 F 是 E 的线性⼦空间, 使得 E′ ⊊ F ⊊ E. 对短正合列

0 // F/E′ // E/E′ // E/F // 0

运⽤命题 5.3.6, 得到

µ̂ξ(E
′, E) ⩾ min{µ̂ξ(E′, F ), µ̂ξ(F,E)}.
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又由 dimK(E)− dimK(E
′) 的极⼩性知

µ̂ξ(E
′, E) < µ̂ξ(F,E).

从⽽得到 µ̂ξ(E
′, E) ⩾ µ̂ξ(E

′, F ). 这与 (5.20) ⽭盾. 命题于是得证.

定义 5.3.10. 设 E 为有限维⾮零 K-线性空间, ξ ∈ Hint
K (E). ⽤ µ̂min(E, ξ)

来表⽰

inf
E′⊊E

µ̂ξ(E
′, E) = inf

E′⊊E
µ̂(E/E′),

其中 E′ 取遍 E 的真线性⼦空间. 由命题 5.3.9 知等式

µ̂min(E, ξ) = inf
F ′⊊E

sup
F ′⊊F⊂E

µ̂ξ(F
′, F ) (5.21)

成⽴, 其中 F ′ 取遍 E 的真线性⼦空间, F 取遍真包含 F ′ 的 E 的线性⼦空

间. ⽤ µ̂max(E, ξ) 表⽰

sup
{0}̸=F⊂E

µ̂(F, ξF ) = sup
{0}̸=F⊂E

µ̂ξ({0}, F ),

其中 F 取遍 E 的⾮零线性⼦空间, ξF 表⽰ ξ 中范数的限制构成的范数族.
在这样的记号下等式 (5.21) 也可以写成

µ̂min(E, ξ) = inf
F ′⊊E

µ̂max(E/F ′)

的形式.
如果对任意 E 的⾮零线性⼦空间 F , 不等式

µ̂min(F, ξF ) ⩽ µ̂min(E, ξ)

成⽴, 或等价地, 等式

sup
0 ̸=F⊂E

inf
F ′⊊F

µ̂ξ(F
′, F ) = inf

F ′⊊E
sup

F ′⊊F⊂E
µ̂ξ(F

′, F )

成⽴, 则说 (E, ξ) 是半稳定的.

熟悉博弈论的读者可以看出, µ̂ξ 可以看成⼀个带约束的单步骤零和博

弈游戏的收益函数. 这个博弈游戏可以如下描述: 甲⽅和⼄⽅依次选择⼀个

E 的线性⼦空间, 约束条件要求甲⽅选择的线性⼦空间 F ′ 严格包含在⼄⽅



5 代数数域的⼏何 126

选择的线性⼦空间 F 之中. 游戏设定⼄⽅的收益为 µ̂ξ(F
′, F ), 相应地, 甲⽅

的收益为 −µ̂ξ(F ′, F ). 假设双⽅都⾜够理性, 那么

inf
F ′⊊E

sup
F ′⊊F⊂E

µ̂ξ(F
′, F )

代表甲⽅先⾏时⼄⽅的收益,

sup
0 ̸=F⊂E

inf
F ′⊊F

µ̂ξ(F
′, F )

则代表⼄⽅先⾏时其收益. 由定义看出, (E, ξ) 的半稳定性就等价于该博弈

游戏的 Nash 平衡条件, 也就是说, ⽆论是甲⽅还是⼄⽅先⾏, 最终双⽅收益

不变.
更⼀般地, 我们可以对任意⼀个收益函数 µ : Sq(E) → R 来考虑上述博

弈游戏. ⽤

µ∗
甲 = inf

F ′⊊E
sup

F ′⊊F⊂E
µ(F ′, F ) 和 µ∗

⼄ = sup
0 ̸=F⊂E

inf
F ′⊊F

µ(F ′, F )

分别表⽰双⽅理性选择的前提下甲⽅和⼄⽅先⾏时⼄⽅的收益. 如果函数 µ

满⾜以下条件:

(a) 若在 Sq(E) 上考虑命题 5.3.8 中引⼊的序关系 ≺, 映射 µ 是保序映射,

(b) 对任意满⾜ E1 ⊊ E2 ⊊ E3 的三个 E 的线性⼦空间 E1, E2 和 E3, 以

下 (反向) 强三⾓形不等式成⽴

µ(E1, E3) ⩾ min{µ(E1, E2), µ(E2, E3)},

这样的博弈游戏称为 Harder-Narasimhan 博弈游戏. 命题 5.3.6 和 5.3.8 说

明了, 如果 ξ ∈ Hdom
K (E), 那么函数 µ̂ξ 对应的游戏是 Harder-Narasimhan 博

弈游戏.

记号 5.3.11. 对任意 E 的线性⼦空间 F , 令

µ⼄(F ) := inf
F ′⊊F

µ(F ′, F )

为⼄⽅先⾏选择 F 然后甲⽅理性选择的情形下的⼄⽅收益. 利⽤命题 5.3.9
的证明⽅法, 可以从条件 (b) 推出等式

µ⼄(E) = µ∗
甲, (5.22)
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也就是说, ⼄⽅先⾏选择 E 然后甲⽅理性选择, 或者甲⽅先⾏且双⽅理性选

择, 这两种情形之下⼄⽅的收益相同. 特别地, 不等式 µ∗
甲 ⩽ µ∗

⼄ 成⽴, 也就

是说在条件 (b) 之下先⾏者有利.

命题 5.3.12. (1) 假设函数 µ 满⾜条件 (b). 对任意 E 的非零线性⼦空间

F , 等式
µ⼄(F ) = inf

F ′⊊F
sup

F ′⊊F ′′⊂F
µ(F ′, F ′′)

成立.

(2) 假设 µ 满⾜条件 (a) 和 (b). 那么对任意 E 的非零线性⼦空间 F1 和

F2 不等式

µ⼄(F1 + F2) ⩾ min{µ⼄(F1), µ⼄(F2)} (5.23)

成立.

证明: (1) 的证明与命题 5.3.9 的证明⾮常类似, 细节留给读者.
(2) 由 (1) 知只须证明, 对任意 F1 + F2 的真线性⼦空间 F ′,

sup
F ′⊊F ′′⊂F1+F2

µ(F ′, F ′′) ⩾ min{µ⼄(F1), µ⼄(F2)}. (5.24)

由于 F ′ 是 F1 + F2 的真⼦空间, 要么 F ′ ⊊ F ′ + F1, 要么 F ′ ⊊ F ′ + F2. 如

果 F ′ ⊊ F ′ + F1, 那么由条件 (a) 得到

µ(F ′, F ′ + F1) ⩾ µ(F ′ ∩ F1, F1) ⩾ µ⼄(F1).

类似地, 如果 F ′ ⊊ F ′+F2, 那么 µ(F ′, F ′+F2) ⩾ µ⼄(F2). 从⽽不等式 (5.24)
总是成⽴.

以下假设 µ 满⾜ Harder-Narasimhan 博弈游戏的条件 (a) 和 (b). 尽

管 Sq(E) ⼀般是⼀个⽆穷集合, 可以证明⼄⽅先⾏时有最优策略, 也就是

说存在 E 的⾮零线性⼦空间使得函数 µ⼄ 取到其最⼤值. 事实上, 如果

µ⼄(E) = µ∗
⼄, 那么 E 即是其最优策略 (由等式 (5.22) 知此时博弈游戏满⾜

Nash 平衡条件), 否则⽤归纳法可以构造 E 的⼀个线性⼦空间降链

E = F0 ⊋ F1 ⊋ . . . ⊋ Fm ⊋ {0},

满⾜以下条件45

45这个归纳过程中的每个步骤都可以看作是在提⾼收益的前提下追求最⼤空间维数的贪⼼算法.
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(i) µ⼄(F0) < µ⼄(F1) < . . . < µ⼄(Fm),

(ii) 对任意 i ∈ {1, . . . ,m− 1}, 在 Fi 的满⾜ µ⼄(F ′
i ) > µ⼄(Fi) 的⾮零线性

⼦空间 F ′
i 之中, Fi+1 的维数最⼤,

(iii) 对任意 Fm 的⾮零线性⼦空间 F ′
m 有 µ⼄(F ′

m) ⩽ µ⼄(Fm).

注意到条件 (iii) 说明了函数 µ限制在 Sq(Fm)上所定义的 Harder-Narasimhan
博弈游戏满⾜ Nash 平衡条件. 倘若 F 是 E 的⾮零线性⼦空间, 使得

µ⼄(F ) ⩾ µ⼄(Fm), 那么⽤不等式 (5.23) 和条件 (ii) 可以归纳地证明 F ⊂
Fm. 再加上条件 (iii) 就得到 Fm 是⼄⽅先⾏的最优策略. 另外, Fm 还是在

包含关系下最⼤的⼄⽅先⾏的最优策略 (从⽽是唯⼀的). 不难看出, 博弈游

戏满⾜ Nash 平衡条件当且仅当 Fm = E. 因此我们将这个线性⼦空间称为

⼄⽅的去平衡策略.
假设博弈游戏不满⾜ Nash 平衡条件, 并且 Edes 表⽰⼄⽅的去平衡策

略. 如果⼄⽅先⾏并选取某个真包含 Edes 的 E 的线性⼦空间 F , 那么甲⽅

可以选择⼀个 F 的真线性⼦空间 F ′ 使得 µ(F ′, F ) < µ∗
⼄. ⾮但如此, 甲⽅

可以选择某个这样的 F ′ 使得 F ′ ⊃ Edes. 事实上, 如果 F ′ 不包含 Edes, 那么

F ′ 与 Edes 的交是 Edes 的真线性⼦空间, 从⽽由条件 (a) 得到

µ∗
⼄ ⩽ µ(F ′ ∩ Edes, Edes) ⩽ µ(F ′, F ′ + Edes). (5.25)

由于 µ(F ′, F ) < µ∗
⼄, 知 F ′ +Edes ⊊ F . 如果 µ(F ′ +Edes, F ) > µ(F ′, F ), 那

么由条件 (b) 得到

µ(F ′, F ′ + Edes) ⩽ µ(F ′, F ) < µ∗
⼄,

这与 (5.25) ⽭盾. 从⽽对于甲⽅来说策略 F ′ + Edes 并不⽐ F ′ 更差.
给定 Sq(E) 中的⼀个元素 F = (F ′, F ) 并⽤ π 表⽰从 F 到 F/F ′ 的

投影映射. 从 Sq(F/F ′) 到 Sq(E) 的将 (Q′, Q) ∈ Sq(F/F ′) 映为

(π−1(Q′), π−1(Q)) ∈ Sq(E)

的映射是单射. ⽤ µF : Sq(F/F ′) → R 表⽰收益函数 µ 与该映射的复合.
这样 µF 可以看成相对于⼦商空间 F/F ′ 的类似的博弈游戏的收益函数, 相
应的博弈游戏称为 µ 在 F/F ′ 上诱导的博弈游戏. 由于 µ 满⾜条件 (a)
和 (b), 不难看出 µF 亦然, 也就是说收益函数 µF 对应的博弈游戏也是
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Harder-Narasimhan 博弈游戏. 这样可以递归地构造 E 的线性⼦空间的⼀

个升链

{0} = E0 ⊊ E1 ⊊ . . . ⊊ En = E,

使得 Ei+1/Ei 是 µ 在 E/Ei 上诱导的博弈游戏中⼄⽅的去平衡策略. 从

构造可以看出, 收益函数 µ 在每个⼦商 Ei+1/Ei 上诱导的博弈游戏都满⾜

Nash 平衡条件. 另外, 从上⼀段落的推理看出, 如果⽤ µ∗
i 表⽰ Ei+1/Ei 上

博弈游戏的平衡收益, 那么以下不等式成⽴

µ∗
1 > . . . > µ∗

n.

将这个结论应⽤于由可积范数族决定的收益函数, 就得到 Harder-Narasimhan
分解的存在唯⼀性.

定理 5.3.13. 设 E 为有限维非零 K-线性空间, ξ ∈ Hdom
K (E). 存在唯⼀的 E

的线性⼦空间升链

0 = E0 ⊊ E1 ⊊ . . . ⊊ En = E, (5.26)

使得每个⼦商 Ei/Ei−1 = (Ei/Ei−1, ξEi/Ei−1
) 都是半稳定的 (i ∈ {1, . . . , n})

并且满⾜以下不等式

µ̂min(E1/E0) > . . . > µ̂min(En/En−1).

⼦空间升链 (5.26) 称为 (E, ξ) 的 Harder-Narasimhan 分解.

注 5.3.14. Arakelov ⼏何中经典的 Harder-Narasimhan 理论适⽤于 Euclid
⽹格或 Hermite 向量丛, 所使⽤的⽅法是基于数域的 Northcott 性质, 也就

是说, 给定某数域上算术射影簇 X, 对任意常数 C, 射影簇 X 中⾼度不超

过 C 的有理点只有有限多个. 在 [38, §4.3.11] 中, Harder-Narasimhan 理

论在 Adèle 曲线的 Arakelov ⼏何框架下被推⼴到了⼀般的赋范向量丛的

情形, 其⽅法的核⼼是斜率不等式. 另外, 代数⼏何和数论的许多⽅向上都

可以发展 Harder-Narasimhan 理论, ⽐如 Drinfeld 玩意 (chtouca) [82], F -
结晶 (F -crystal) [73], φ-模链 (filtered φ-module) [53], Robba 环上的 φ-模
[75], 赋值环上的有限平坦群概形 [51], 线性纠错码 [111], 等等. 同时⽂献

中也出现了⼀些⽤范畴化的⽅法将 Harder-Narasimhan 理论抽象出来的⼯

作 [82, 3, 32, 40]. 这些⼯作⼤多是基于度数函数的性质, ⽐如对短正合列

的可加性和平⾏四边形不等式等. 最近李尧 [88] 在原初 Abel 范畴 (proto-
abelian category) 的框架下提出了 Harder-Narasimhan 理论新的范畴化. 李
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尧的构造超脱了度数函数的限制, 适⽤于取值在⼀般全序集的斜率函数, 从

理论上揭⽰了斜率不等式在 Harder-Narasimhan 理论中的关键作⽤.

6 算术射影簇

算术⼏何中的代数数域、代数⼏何中的射影曲线和复解析⼏何中的黎

曼曲⾯是类似的对象. 前⼏节中我们介绍了黎曼曲⾯、代数函数域和代数数

域的⼏何, 并且⽤赋范线性空间的⽅法将这三类对象算术性质统⼀起来. 在

⾼维的情形, 算术⼏何研究的对象是代数数域上的代数簇. 通过上述讨论不

难想到通过与射影曲线上的射影簇类⽐来研究代数数域上的射影簇. 注意到

代数数域和代数函数域的⼀个重要的区别是代数数域普遍具有阿基⽶德绝

对值⽽不存在整体的射影模型, ⽐⽅说 §5.1.6 中定义的 Arakelov 度数就可

以不是整数, 甚⾄不是有理数 (和定义 3.4.4 ⽐较). 从⽽代数数域上的射影

簇在概形的范畴内没有整体的射影模型, 这给代数⼏何⽅法在算术射影簇研

究中的直接运⽤带了了困难. Arakelov ⼏何的基本思想是综合代数⼏何和

复解析⼏何的⽅法来研究算术代数簇. 更⼀般地, 从 Adèle 理论的观点来看,
还可以结合⾮阿基⽶德解析⼏何的⽅法来研究. Arakelov ⼏何的基本图景

是代数数域上的射影簇加上其决定的⼀族解析流形, 每个解析流形对应于代

数数域的⼀个绝对值. 另外, 代数⼏何中常见的⼀些对象, ⽐⽅说线丛或者

向量丛, 在 Arakelov ⼏何的框架下需要引进⼀族度量来考虑. 这⼀点在算

术曲线, 即代数数域的情形的介绍已经有所体现. 本节中将从 Adèle 的观点

出发来介绍 Arakelov ⼏何, 参考的是 [38] 中发展的 Adèle 曲线论⽅法. 对

Arakelov ⼏何发展过程感兴趣的读者可以参考 Arakelov 的在算术曲⾯论上

的奠基⼯作 [4, 5], 以及后续建⽴⼀般维数 Arakelov ⼏何基础 [58], 和 Adèle
观点 [131] 的⼯作.

6.1 线丛上的度量

6.1.1 Berkovich 拓扑

令 (k, |.|) 为完备赋值域, X 为 Spec k 上的局部环层空间. ⽤ Xan 表⽰

形如 z = (j(z), |.|z) 的对构成的集合, 其中 j(z) 是 X 中的元素, |.|z 是 j(z)

的剩余类域 κ(z) 上延拓 |.| 的绝对值. 这样 j 可以看作是从 Xan 到 X 的映

射. 对任意 z ∈ Xan, ⽤ κ̂(z) 表⽰剩余类域相对于绝对值 |.|z 的完备化. 当

k = C 并且 |.| 是通常的绝对值时, 由于赋值域 (C, |.|) 只有平凡的扩张, Xan
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实际上等同于 X 的有理点构成的集合. 但当 (k, |.|) 是⾮阿基⽶德绝对值的

时候, 映射 j 是满射, 并且对于剩余类域在 k 上超越的那些 X 中的点 x, 集
合 j−1({x}) 是⽆穷集.

由定义不难看出, 如果 U 是 X 的开⼦集, 那么 j−1(U) = U an. 如果

a ∈ OX(U), 对任意 z ∈ U an, ⽤ a(z) 表⽰ a 在 κ(z) 中的等价类, 并⽤ |a|(z)
表⽰绝对值 |a(z)|z. 这样可以将 |a| 视为 U an 上的实值函数, 称为 U 上正则

函数 a 的绝对值.

定义 6.1.1. 所谓 Xan 上的 Berkovich 拓扑, 是指使得映射 j : Xan → X 和

所有 X 的开⼦集上的正则函数的绝对值都连续的最粗的拓扑.

注 6.1.2. 假设 X 是 Spec k 上的概形, X 上的概形点体现了正则函数在 k

的不同扩张中的取值. 在 Zariski 拓扑之下 X 的开⼦集可以⽤正则函数取

值⾮零的区域来刻画. 在 k 上引进绝对值以后, 仅靠概形点来描述正则函数

的度量性质会⽐较繁琐, 这样的困难主要出现在⾮阿基⽶德绝对值的情形.
Berkovich [10] 提出了⾮阿基⽶德解析空间的概念, ⽤剩余类域的绝对值作

为参数空间来刻画. Berkovich 拓扑具有很好的性质, ⽐⽅说, 当结构态射

X → Spec k 是分离态射时, Xan 是 Hausdorff 空间; 当 X → Spec k 是真态

射时, Xan 是紧拓扑空间 (见 [10, §3.4]).
Berkovich 的思想和实分析有些类似. 由于有理数域在实数域中是稠密

的, 开区间上连续函数是被其在有理数点上的值决定的, 从⽽原则上可以将

有理数域作为实分析的基准空间来讨论, 然⽽这样做的话需要排除⼀些病态

的情形. ⽐⽅说 Q 上的连续函数未必是 R 上的连续函数在 Q 上的限制. 虽

然⽤ Grothendieck 拓扑的⽅法可以重构 “开覆盖” 的概念和连续函数丛, 进

⽽得到和经典实分析等价的⼀些结果 (在⾮阿基⽶德框架下这正是 Tate 刚

性空间理论 [119] 所采取的⽅法), 在实际问题的处理上⽐构造实数空间要复

杂很多. 如今 Berkovich 的理论已成为⾮阿基⽶德⼏何的重要⼯具.

6.1.2 连续度量

设 L 为 X 上的线丛, 也就是说局部平凡的 OX-模. 对任意 z ∈ Xan, ⽤
L(z) 来表⽰ L⊗k κ̂(z). 这是 κ̂(z) 上的⼀维线性空间. 所谓 L 上的度量, 是
指⼀族范数 φ = (|.|φ(z))z∈Xan , 其中 |.|φ(z) 是 κ̂(z)-线性空间 L(z) 上的范

数. 如果 U 是 X 的开集且 s 是 H0(U,L) 中的元素, ⽤ |s| 来表⽰映射

(z ∈ U an) 7−→ |s(z)|φ(z),
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其中 s(z) 表⽰ s 在映射 H0(U,L) → L⊗OX κ̂(x) 中的像. 如果对任意 L 在

X 的某开⼦集上的截⾯ s, 函数 |s|φ 都是连续函数, 那么我们说度量 φ 是连

续的. 如果 φ 是 L 上的度量, 那么 |.|φ(z) 的对偶范数组成了对偶线丛 L∨

上的度量, 记作 −φ. 如果 φ 是连续度量, 那么 −φ 也是连续度量.
设 L1 和 L2 为 X 上的线丛, φ1 和 φ2 分别为 L1 和 L2 上的度量. ⽤

φ1 + φ2 表⽰ L1 ⊗ L2 上的度量, 使得对任意 z ∈ Xan 有

∀ (ℓ1, ℓ2) ∈ L1(z)× L2(z), |ℓ1 ⊗ ℓ2|φ1+φ2
(z) = |ℓ1|φ1

(z) · |ℓ2|φ2
(z).

如果 φ1 和 φ2 都是连续度量, 那么 φ1 + φ2 亦然.

例 6.1.3. 设 E 为有限维 k-线性空间. 对任意 k-概形 X, 从 X 到射影空间

P(E) 的 k-态射 f : X → P(E) 组成的集合与 f∗(E⊗kOP(E)) = E⊗kOX 的

商线丛的同构类集合之间有 (相对于 X) 函⼦性的⼀⼀对应. 特别地, P(E)

到⾃⾝的恒同映射对应于 E⊗kOP(E) 的⼀个商线丛, 记作 OE(1), 称为 P(E)

的泛线丛 (universal line bundle), 相应的商同态

E ⊗k OP(E) −→ OE(1)

称为泛商同态 (universal quotient homomorphism). ⼀般的 k-态射 f : X →
P(E) 对应的 E ⊗k OX 的商线丛等于泛线丛 OE(1) 在态射 f 下的拉回.

设 (E, ∥.∥) 为有限维赋范 k-线性空间, X 为 k-概形, L 为 X 上的线丛,
Xan 为 X 的约化概形, Lred 为 L 在 Xred 上的限制. 注意到 Xan

red = Xan, 并

且对任意 z ∈ Xan 有 Lred(x) ∼= L(x). 设 f : Xred → P(E) 为 k-概形的态射,
使得 Lred ∼= f∗(OE(1)). 对任意 z ∈ Xan, 商映射

E ⊗k κ̂(z) −→ L(z)

在 L(z) 上诱导⼀个商范数 |.|(z), 使得

∀ ℓ ∈ L(z), |ℓ|(z) = inf
s∈E, λ∈κ̂(z)×

s(z)=λℓ

|λ|−1 · ∥s∥,

其中 s(z) 表⽰ s ⊗ 1 在上述泛线性映射下的像. 商范数族 (|.|(z))z∈Xan 组

成 L 上的⼀个连续度量, 称为范数 ∥.∥ 和 k-态射 f 诱导的商度量. 特别

地, 如果 f 是 P(E) 到⾃⾝的恒同态射, ∥.∥ 在 OE(1) 上诱导的商度量称为

Fubini-Study 度量.
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设 X 为 k 上的射影概形, L 为 X 上的线丛. 此时 Xan 是紧 Hausdorff
拓扑空间. 如果 φ1 和 φ2 是 L 上两个连续度量, ⽤ d(φ1, φ2) 表⽰

sup
z∈Xan

∣∣∣∣ ln |.|φ1
(z)

|.|φ2
(z)

∣∣∣∣,
其中

|.|φ1
(z)

|.|φ2
(z)

表⽰
|ℓ|φ1

(z)

|ℓ|φ2
(z)

,

ℓ 是 L(z) 中任⼀⾮零元素. 这样 L 上的连续度量构成的集合在映射 d 下构

成⼀个完备的度量空间.

6.1.3 度量的拉回

设 f : Y → X 为 Spec k 上局部环层空间的态射. ⽤ f an : Y → X 表⽰

将 w ∈ Y an 映为

(f(j(w)), |.|w 在 f(j(w)) 的剩余类域上的限制)

的映射. 可以验证 f an 在 Berkovich 拓扑下是连续映射.
设 L 为 X 上的线丛, φ 为 L 上的度量. 对任意 y ∈ Y , L(f(y)) 上的

范数 |.|φ(f(y)) 通过赋值域的扩张 κ̂(y)/κ̂(f(y)) 诱导 f∗L(y) 上的范数, 记

作 |.|f∗(φ)(y). 这样便得到线丛 f∗(L) 上的⼀个度量, 记作 f∗(φ), 称为 φ 在

f∗(L) 上的拉回. 特别地, 如果 X 是 Spec k 上的概形, f 是闭浸⼊, 那么

f∗(φ) 也称为 φ 在 Y 上的限制.

6.1.4 度量的正性质

设 X 为 k 上的射影概形, L 为 X 上的线丛. 如果 φ 是 L 上的连续度

量, ⽤ ∥.∥φ 表⽰ H0(Xred, Lred) 上如下定义的范数

∀ s ∈ H0(Xred, Lred), ∥s∥φ = sup
z∈Xan

|s|(z),

其中 Xred 是 X 的约化概形, Lred 是 L 在 Xred 上的限制. 假设 L 没有基点

(base point), 也就是说对任意 z ∈ Xan, 映射

H0(Xred, Lred)⊗k κ̂(z) −→ L(z), s 7−→ s(z)

是满射, 那么对任意不⼩于 1 的⾃然数 n, 范数 ∥.∥nφ 在 L⊗n 上诱导⼀个商

度量. 我们⽤ φn 表⽰ L 上的度量, 使得 φ⊗n
n 等于范数 ∥.∥nφ 诱导的商度
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量. 可以证明, 对任意 L 上的连续度量 φ 和 ψ, 以及任意正整数 n 和 m, 有

φn ⩾ φ, ∥.∥nφn = ∥.∥nφ, d(φn, φ) ⩽ d(φ1, φ),

φn+m ⩽ φn + φm, d(φn, ψn) ⩽ d(φ,ψ).

另外, 如果 (E, ∥.∥) 是有限维赋范 k-线性空间, f : Xred → P(E) 是 k-态射,
φ 是 ∥.∥ 和 f 诱导的商度量, 那么对任意正整数 n 有 φ1 = φ.

定义 6.1.4. 设 X 为 k 上的射影概形, L 为 X 上的线丛, φ 为 L 上的连续

度量. 假设对于⾜够⼤的正整数 n, L⊗n 没有基点. ⽤ dp(φ) 表⽰

lim
n→+∞

d(φn, φ)

并称之为 φ 的失正性指标. 如果 dp(φ) = 0, 那么说 φ 是半正度量.

注 6.1.5. 假设 (k, |.|) 是赋通常绝对值的复数域 C. 那么 φ 是半正度量当

且仅当其曲率张量分布 (curvature current) 是半正的. 读者可以参考 [132,
§2], [97, Theorem 0.2], [38, Theorem 2.3.7].

6.1.5 截面延拓的范数控制

设 X 为 k 上的整射影概形, L 为 X 上的丰沛线丛, Y 为 X 的整闭⼦

概形, IY 为 Y 作为 X 的闭⼦概形的理想层. Serre 消没定理说明, 对⾜够

⼤的⾃然数 n 有

H1(X,IY ⊗ L⊗n) = 0,

从⽽限制映射

H0(X,L⊗n) −→ H0(Y, L|⊗nY ), s 7−→ s|Y (6.1)

是满射.
设 φ 为 L 上的连续度量, φY 为 φ 在 L|Y 上的限制. 对任意 s ∈

H0(X,L⊗n) 有

∥s∥nφ ⩾ ∥s|Y ∥nφY .

这个不等式说明, 当 n ⾜够⼤, 使得限制映射 (6.1) 为满射时, H0(X,L⊗n)

上的范数 ∥.∥nφ 在 H0(Y, L|⊗nY ) 上诱导的商范数 ∥.∥nφ,quotY 不⼩于 ∥.∥nφY .
可以证明, 如果 φ 是半正的连续度量, 那么

lim
n→+∞

1

n
d(∥.∥nφ,quotY , ∥.∥nφY ) = lim

n→+∞

1

n
sup

t∈H0(Y,L|⊗nY )
t̸=0

ln ∥t∥nφ,quotY
∥t∥nφY

= 0.
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换句话说, 对任意 ε > 0, 存在 Nε ∈ N 使得对于不⼩于 Nε 的⾃然数 n 来

说, 任意 H0(Y, L|⊗nY ) 中的截⾯ t 可以延拓成 L⊗n 在 X 上的截⾯ s, 使得

∥t∥nφY ⩽ ∥s∥nφ ⩽ enε ∥t∥nφY . (6.2)

当 (k, |.|) 是赋通常绝对值的复数域并且度量 φ 具有⼀定正则性的时候, 可

以⽤ Hörmander [69] 的 L2 估计⽅法得到更强的估计 (在(6.2) 中将 enε 替

换成多项式增长的函数), 见 [102, 122, 91]. 对于⼀般的半正连续度量, 可以

利⽤ Grauert [60] 的 1-凸性⽅法, 详见 [110, §2.7], [16]. ⾮阿基⽶德绝对值

的情形是⽅延博 [50] 的结果.

6.2 度量族

令 K 为数域, SK 为数域 K 上延拓 Q 上的通常或 p-进绝对值的绝

对值全体构成的集合. 设 X 为 K 上的射影概形, L 为 X 上的线丛. 对

任意 v ∈ SK , ⽤ Kv 表⽰ K 相对于绝对值 |.|v 的完备化域, ⽤ Xv 表⽰

X ×SpecK SpecKv 并⽤ Lv 表⽰ L 在 Xv 上的限制. ⽤ M(L) 表⽰形如

φ = (φv)v∈SK 的度量族组成的集合, 其中 φv 是 Lv 上的连续度量.

6.2.1 度量族的对偶和张量积

设 L为X 上的线丛. 对任意 φ = (φv)v∈SK ∈ M(L), 度量族 (−φv)v∈SK
是 M(L∨) 中的元素, 我们将它记作 −φ.

如果 L1 和 L2 是 X 上两个线丛, φ1 = (φ1,v)v∈SK 和 φ2 = (φ2,v)v∈SK

分别是 M(L1) 和 M(L2) 中的元素, 那么 (φ1,v +φ2,v)v∈SK 是 M(L1 ⊗L2)

中的元素, 记作 φ1 + φ2.
设 L 为 X 上的线丛. 若 φ = (φv)v∈SK 和 ψ = (ψv)v∈SK 是 M(L) 中

两个元素, 令

d(φ,ψ) :=
∑
v∈SK

[Kv : Qv] d(φv, ψv) ∈ [0,+∞].

6.2.2 商度量族

设 X 为 K 上的射影概形, E 为 K 上的有限维线性空间, f : X → P(E)

是从 X 到 P(E) 的 K-态射, L = f∗(OE(1)). 对任意 v ∈ SK , 令 Xv =

X ×SpecK SpecKv, Ev = E ⊗K Kv, 并令 fv : Xv → P(Ev) 为 f 在基域扩张
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Kv/K 之下诱导的 Kv-态射. 设 ξ = (∥.∥v)v∈SK 为 NK(E) 中的范数族. 对

任意 v ∈ SK , 将范数 ∥.∥v 和 Kv-态射

Xv,red −→ Xv
f−→ P(Ev)

诱导 Lv 上的商度量记作 φξ,v. 这样就得到M(L)中的⼀个度量族 (φξ,v)v∈SK .
我们称之为范数族 ξ 和态射 f 诱导的商度量族, 并将它记作 φξ.

6.2.3 受控制的度量族

设 X 为 K 上的射影概形, L 为 X 上的线丛, φ ∈ M(L). 假设存在

X 上的线丛 L1 和 L2, 以及其上由受控制的范数族所诱导的商度量族 φ1 和

φ2, 使得 L ∼= L1 ⊗ L∨
2 且

d(φ,φ1 − φ2) < +∞,

则说 φ 是受控制的度量族. 我们⽤ Mdom(L) 表⽰ L 上所有受控制的度量

族构成的集合. 可以证明受控制的度量族的张量积和对偶都是受控制的度量

族 (见 [38, Proposition 6.1.12]).

6.2.4 度量族的拉回

设 f : Y → X 是 K 上射影概形之间的 K-态射. 对任意 v ∈ SK , ⽤

fv : Yv → Xv 表⽰ f 在基域扩张 Kv/K 之下诱导的 Kv-态射. 假设 L 是 X

上的线丛, φ = (φv)v∈SK 是 M(L) 中的度量族. 对任意 v ∈ SK , 令 f∗
v (φv)

为 Lv 上的度量 φv 在 f∗
v (Lv) 上的拉回 (见 §6.1.3). 范数族 (f∗

v (Lv))v∈SK

属于 M(f∗(L)), 记作 f∗(φ). 我们称之为 φ 在 f∗(L) 上的拉回. 不难验证,
如果 φ 是商度量族, 那么 f∗(φ) 也是商度量族; 如果 φ 是可积度量族, 那么

f∗(φ) 也是可积度量族.

6.2.5 度量族视为范数族

令 K ′/K 为有限扩张, X = Spec(K ′). 对任意 v ∈ SK , Xan
v 等同于 K ′

上延拓 |.|v 的所有绝对值构成的集合. 设 L 为 X 上的线丛, 视为⼀维 K ′-线
性空间. 设 φ = (φv)v∈SK 为 M(L) 中的度量族. 对任意 v ∈ SK 及 x ∈ Xan

v ,
|.|φ(x) 是 L⊗K′ K ′

x 上的范数. 这样 (|.|φ(x))x∈SK′ 构成了 NK′(L) 中的范数

族. 不难验证, φ 是受控制的度量族当且仅当 (|.|φ(x))x∈SK′ 是受控制的范数
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族. 为⾏⽂⽅便, 我们也⽤记号 (L,φ) 来表⽰带有范数族 (|.|φ(x))x∈SK′ 的

⼀维 K ′-线性空间 L.

6.3 Arakelov 高度

Arakelov ⼏何⼀个重要的动机是绕过坐标环的选取直接从算术射影簇

的⾓度来研究丢番图问题. 所以代数点⾼度的构造是 Arakelov ⼏何的⼀个

重要组成部分. Arakelov ⾼度依赖于算术射影簇上⼀个带度量族的线丛的

选择. 将这个带度量族的线丛拉回到代数点之上, 就得到剩余类域上带范数

族的⼀维线性空间. 这样就可以将代数点的⾼度定义成这个带范数族线性空

间的 Arakelov 度数.

6.3.1 代数点的高度

令 X 为 K 上的射影概形, L 为 X 上的线丛, φ ∈ Mdom(L) 为 L 上

受控制的度量族. 若 P 为 X 中的闭点, K(P ) 为其剩余类域, 那么 P 可以

看作是从 SpecK(P ) 到 X 的 K-概形态射. 在 §6.2.5 中我们看到拉回度量

族 P ∗(φ) 可以看作是⼀维 K(P )-线性空间 P ∗(L) 上的范数族, 并且这个范

数族是受控制的. 从⽽可以依照定义 5.3.4 来求 (P ∗(L), P ∗(φ)) 的 Arakelov
度数. 我们⽤ h(L,φ)(P ) 来表⽰

1

[K(P ) : Q]
d̂eg(P ∗(L), P ∗(φ)),

并称之为闭点 P 相对于 (L,φ) 的高度.

注 6.3.1. (1) 若 L1 和 L2 是 X 上两个线丛, φ1 ∈ Mdom(L1), φ2 ∈
Mdom(L2), 那么对任意 X 的闭点 P 有

h(L1⊗L2,φ1+φ2)(P ) = h(L1,φ1)(P ) + h(L2,φ2)(P ).

(2) 设 K ′/K 为有限扩张, f : SpecK ′ → X 为 K-态射, P 为 f 的像, 那

么以下等式成⽴:
1

[K ′ : Q]
d̂eg(f∗(L), f∗(φ)) = h(L,φ)(P ).

(3) 设 L 为 X 上的线丛, 如果 φ 和 φ′ 是 Mdom(L) 中两个度量族, 那么对

任意 X 的闭点 P 有

|h(L,φ)(P )− h(L,φ′)(P )| ⩽
1

[K : Q]
d(φ,φ′).
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6.3.2 Northcott 性质

Northcott 定理是⼀个代数点的有限性定理, 它说明了⾼度函数适⽤于

描述数域上射影簇闭点的复杂度.

定理 6.3.2. 设 X 为数域 K 上的射影概形, L 为 X 上的丰沛线丛, φ ∈
Mdom(L). 对任意正常数 δ 和 C, 集合

{P 为 X 中的闭点 | h(L,φ)(P ) ⩽ C, [K(P ) : K] ⩽ δ}

是有限集.

注 6.3.3. 考虑 X = PnK = P(Kn+1) 的情形. 令 L = OX(1) 为 X 的泛线丛.
在 Kn+1 上引进如下的范数族 ξ = (∥.∥v)v∈SK . 对任意 (a0, . . . , an) ∈ Kn+1

v ,
如果 v 是⾮阿基⽶德绝对值, 令

∥(a0, . . . , an)∥v := max
i∈{0,...,n}

|ai|v;

如果 v 是阿基⽶德绝对值, 则令

∥(a0, . . . , an)∥v :=
n∑
i=0

|ai|v.

⽤ φ 表⽰范数族 ξ 诱导的商度量族.
假设 K̃/K 是有限扩张, P : Spec K̃ → X 是 X 的取值在 K̃ 中的代数

点,
K̃n+1 −→ P ∗(L)

是 P 点处的泛线性映射. 在该泛线性映射的对偶映射

P ∗(L) −→ (K̃n+1)∨ ∼= K̃n+1

之下可以将 P ∗(L) 看成是 K̃n+1 的⼀维线性⼦空间. 这个线性⼦空间的任

意⼀个⾮零元 (p0, . . . , pn) 都定义了 P 的⼀个射影坐标 (p0 : · · · : pn). 注意

到对任意 x ∈ SK̃ , 如果 K̃ 上的绝对值 |.|x 延拓的是 |.|v ∈ SK , 那么 ∥.∥v 在

(K̃n+1
x )∨ ∼= K̃n+1

x 上诱导的对偶范数 ∥.∥x,∗ 满⾜

∀ (b0, . . . , bn) ∈ K̃n+1
x , ∥(b0, . . . , bn)∥x,∗ = max

i∈{0,...,n}
|bi|x.

从⽽

h(L,φ)(P ) =
∑
x∈K̃

[K̃x : Qx]

[K̃ : Q]
lnmax{|p0|x, . . . , |pn|x},
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其中 (p0 : · · · : pn) 是 P 的任意⼀个射影坐标. 这个 Arakelov ⾼度函数其

实就是经典的 Weil ⾼度函数.
当 K = Q 时, X 中的任意有理点 P 具有既约的整射影坐标

(p0 : · · · : pn),

其中 p0, . . . , pn 是整数, 其最⼤公约数为 1. 此时

h(L,φ)(p0 : · · · : pn) = max{|p0|, . . . , |pn|},

其中 |.| 表⽰整数集上通常的绝对值函数.

6.4 射影概形的高度

从算术⼏何的观点来看, 射影概形代表的是齐次多项式⽅程组, 其闭点

表⽰⽅程组的代数数解. ⾼度函数描述了 Diophantine ⽅程组解的复杂度.
如果射影概形是某射影空间 Pn 中的 δ 次超曲⾯, 它的齐次⽅程可以看作是

P(
n+δ
δ ) 中的有理点. 这样⽤射影空间的⾼度函数可以描述超曲⾯的复杂度.

⼀般的射影簇的情形下, Philippon [105] 提出了⽤周形式 (Chow form) 的

⽅法将问题转化成超曲⾯的情形. ⽤这个⽅法他发展了算术射影簇的⾼度理

论. Faltings 利⽤算术相交理论给出了算术射影簇⾼度的另⼀个构造⽅法.
其后 Philippon [106, 107, 108] 和 Bost-Gillet-Soulé [19] 分别证明了这两种

⽅法得到的⾼度函数是相同的.

6.4.1 混合结式

设 K 为域, X 为 K 上的整射影概形, d 为 X 的维数. 对任意 i ∈
{0, . . . , d}, 令 Ei 为 k 上的有限维线性空间, ri = dimk(Ei) − 1, fi : X →
P(Ei) 为闭浸⼊, Li 为 P(Ei) 上的泛线丛 OEi(1) 在 X 上的限制. 对任意

i ∈ {0, . . . , d}, 令 δi 为相交数

deg(c1(L0) · · · c1(Li−1)c1(Li+1) · · · c1(Ld) ∩ [X]).

对任意 i ∈ {0, . . . , n}, 射影空间 P(Ei) 上的泛线丛 (见例 6.1.3) OEi(1) 的

对偶丛 OEi(−1) 可以看作⾃由向量丛

(Ei ⊗K OP(Ei))
∨ ∼= E∨

i ⊗K OP(Ei)
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的⼦线丛. ⽤ Qi 表⽰商向量丛

(E∨
i ⊗K OP(Ei))/OEi(−1).

这是 P(Ei) 上秩为 ri 的向量丛. 考虑如下 X-概形

IX = P(L0 ⊗ (Q0|X))×X · · · ×X P(Ld ⊗ (Qd|X)).

注意到 X ×K P(E∨
i ) 可以看作是 X 上的射影空间 P(Li ⊗ (E∨

i ⊗K OX)), 其
泛线丛是 Li ⊠OE∨

i
(1). 由于 Li ⊗ (Qi|X) 是

Li ⊗ (E∨
i ⊗OX) = Li ⊗ (E∨

i ⊗OP(Ei))|X

的秩为 ri 的商向量丛, P(Li ⊗ (Qi|X)) 是 X ×K P(E∨
i ) 中的超曲⾯. 从⽽

IX 可以看作

(X ×K P(E∨
0 ))×X · · · ×X (X ×K P(E∨

d ))
∼= X ×K P(E∨

0 )×K · · · ×K P(E∨
d )

中余维数为 d+ 1 的闭⼦簇, 其在

P̌ = P(E∨
0 )×K · · · ×K P(E∨

d ).

中的像是由

OE∨
0
(δ0)⊠ · · ·⊠OE∨

d
(δd)

的某个⾮零整体截⾯定义的超曲⾯. 我们将定义这个超曲⾯的任意⼀个

Symδ0(E∨
0 )⊗K · · · ⊗K Symδd(E∨

d )

中的元素称为 f0, . . . , fd 的混合结式 (multi-resultant), 并⽤ RX
f0,...,fd

来表

⽰ f0, . . . , fd 的混合结式⽣成的

Symδ0(E∨
0 )⊗K · · · ⊗K Symδd(E∨

d )

的⼀维线性⼦空间.

6.4.2 对偶张量积上的范数

设 (Fi, ∥.∥i), i ∈ {1, . . . , n} 为某完备赋值域 (k, |.|) 上的赋范线性空间.
对偶空间的张量积 F∨

1 ⊗k · · · ⊗k F
∨
n 中的元素可以视为 F1 × · · · × Fn 上的

多重线性形式. 对任意 R ∈ F∨
1 ⊗k · · · ⊗k F

∨
n , 令

∥R∥ = sup
(s1,...,sn)∈F1×···×Fn

s1 ̸=0,...,sn ̸=0

|R(s1, . . . , sn)|
∥s1∥1 · · · ∥sn∥n

.
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这样定义的函数 ∥.∥ 是对偶张量积空间 F∨
1 ⊗k · · · ⊗k F

∨
n 上的范数, 称为多

重线性算子范数. 当 |.| 是⾮阿基⽶德绝对值时这个范数是超范数.

6.4.3 Philippon 高度

本⼩节沿⽤ §6.4.1 的记号, 并假设 K 是数域. 对任意 δi ∈ N, 对称

积 Symδi(E∨
i ) 中的元素可以视为 Ei 上的 δi 次齐次多项式. 事实上, 若⽤

Γδi(Ei) 表⽰张量空间 E⊗δi
i 中在对称群 Sδi 的作⽤下不变的张量构成的线

性⼦空间, 那么 Symδi(E∨
i ) 是 Γδi(Ei) 的对偶空间, 这样

Symδ0(E∨
0 )⊗K · · · ⊗K Symδd(E∨

d )

中的任意元素 R 决定了从 E0 × · · · × Ed 到 K 的函数, 将 (s0, . . . , sr) 映为

R(s⊗δ00 ⊗ · · · ⊗ s⊗δdd ).

类似地, 对任意 v ∈ SK ,

Symδ0(E∨
0,v)⊗K · · · ⊗K Symδd(E∨

d,v)

中的任意元素 R 决定了从 E0,v×· · ·×Ed,v 到 Kv 的函数. 为⽅便起见, 对任

意 (s0, . . . , sd) ∈ E0,v × · · · × Ed,v, 我们⽤ R(s0, . . . , sd) 来表⽰ (s0, . . . , sd)

在该函数下的像.
对任意 i ∈ {0, . . . , d}, 令 ξi = (∥.|i,v)v∈SK 为 Ei 上受控制的范数族 (见

定义 5.3.1), 使得当 v 是阿基⽶德绝对值时 ∥.∥i,v 是由内积诱导的范数. 当

v 是⾮阿基⽶德绝对值时, 将线性空间

Symδ0(E∨
0,v)⊗K · · · ⊗K Symδd(E∨

d,v)

看成对偶张量积空间

(E∨
0,v)

⊗δ0 ⊗K · · · ⊗K (E∨
d,v)

⊗δd

的商空间, 并赋之以多重线性算⼦范数的商范数 ∥.∥v. 假设 v 是阿基⽶德

绝对值, 我们取⼀个域同态 σv : K → C 使得 |.|v 是 C 上通常的绝对值与

σv 的复合. 对任意 i ∈ {0, . . . , d}, 范数 ∥.∥i,v 对应于 Ei ⊗K,σv C 上的⼀个

Hermite 内积. 令 Si,v 为 Ei ⊗K,σv C 的单位球⾯并令 ηi,v 为 Si,v 上在⾣群

的作⽤下不变的 Borel 概率测度. 对任意

R ∈ Symδ0(E∨
0,v)⊗K · · · ⊗K Symδd(E∨

d,v),
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我们记

∥R∥v := exp
(∫

S0,v×···×Sd,v
ln |R(z0, . . . , zd)| η0,v(dz0)⊗ · · · ⊗ ηd,v(dzd)

)

· exp
(
1

2

d∑
i=0

ri∑
ℓ=1

1

ℓ

)
.

注意到对任意 λ ∈ Kv 有

∥λR∥v = |λ|v · ∥R∥v,

但函数 ∥.∥v ⼀般不满⾜三⾓形不等式.

定义 6.4.1. 假设 R 是 f0, . . . , fd 的混合结式. 那么 X 相对于 ξ0, . . . , ξd 和

f0, . . . , fd 的 Philippon 高度定义为

hf0,...,fdξ0,...,ξd
(X) :=

∑
v∈SK

[Kv : Qv]

[K : Q]
ln ∥R∥v.

注 6.4.2. 对任意 i ∈ {0, . . . , d}, 令 φi 为范数族 ξi 在 Li = f∗
i (OEi(1)) 上

诱导的商度量族 (见 §6.2.2). 可以证明 Philippon ⾼度 hf0,...,fdξ0,...,ξd
(X) 等于算

术相交数 (
(L0, φ0) · · · (Ld, φd)

)
.

更进⼀步地, 如果 s0, . . . , sd 分别是 L0, . . . , Ld 的整体截⾯, 使得它们定义

的除⼦完全相交 (intersect completely), 那么在混合结式空间 RX
f0,...,fd

中存

在唯⼀的⼀个元素 R 使得

R(s0, . . . , sd) = 1.

此时对任意 v ∈ SK , ln ∥R∥v 等于算术除⼦ d̂iv(s0), . . . , d̂iv(sd) 在 v 处的局

部相交数. 读者可以参考 [39].
更⼀般地, 如果M0, . . . ,Md 是X 上丰沛的线丛, ψ0, . . . , ψd 是M0, . . . ,Md

上由半正度量 (见定义 6.1.4) 组成的受控制的度量族 (见 §6.2.3), ⽂献中将

X 相对于 M0, . . . ,Md 的高度定义为 (M0, ψ0), . . . , (Md, ψd) 的算术相交数.
特别地, 当 (M0, ψ0), . . . , (Md, ψd) 都等于某个带度量族的线丛 (L,φ) 时, X
相对于 (L,φ) 的⾼度定义为 (L,φ) 的算术⾃相交数, 记作 h(L,φ)(X).
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6.5 Hilbert-Samuel 定理

设 X 为域 K 上的射影概形, L 为 X 上的丰沛线丛, 渐近 Riemann-
Roch 定理说明

lim
n→+∞

dimK(H
0(X,L⊗n))

nd
=

(Ld)

d!
, (6.3)

其中 d 是 X 的 Krull 维数, (Ld) 表⽰ L 的⾃相交数. 在 Arakelov ⼏何之

中, 与这个命题类似的结论叫作算术 Hilbert-Samuel 定理. 它揭⽰了算术分

次线性系 (arithmetic graded linear series) 的渐近性质与算术相交数之间的

联系.

6.5.1 线丛的分次线性系

设 K 为域, X 为 K 上的整射影概形, L 为 X 上的线丛. 那么

V•(L) :=
⊕
n∈N

H0(X,L⊗n)

是 K 上的分次代数. 这个代数的分次⼦代数称为 L 的分次线性系. ⼀般来

说 V•(L) 不是有限⽣成 K-代数, 但当 L 是丰沛线丛时 V•(L) 是有限⽣成的.
对于⼀般的线丛 L, 存在某丰沛的线丛 M 使得 L∨ ⊗M 有⾮零的整体截⾯

s. 这个整体截⾯定义了 K-代数的单同态⊕
n∈N

H0(X,L⊗n) −→
⊕
n∈N

H0(X,M⊗n), (un)n∈N 7−→ (snun)n∈N.

这说明了 X 上任意⼀个线丛的分次线性系都是子有限生成的, 也就是说它

是某个有限⽣成 K 代数的⼦代数.

6.5.2 算术分次线性系

设 K 为数域, X 为 K 上⼏何整的射影概形, L 为 X 上的线丛, φ =

(φv)v∈SK 为 L 上受控制的度量族. 对任意 n ∈ N 及 v ∈ SK , L⊗n
v 上的度量

nφv 诱导了

Vn(L)⊗K Kv
∼= H0(Xv, L

⊗n
v )

上的范数 ∥.∥nφv , 其定义为

∀ sn ∈ H0(Xv, L
⊗n
v ), ∥sn∥nφv = sup

x∈Xan
v

|sn|nφv(x).
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注意到对任意 (n,m) ∈ N2 及任意

(sn, sm) ∈ H0(Xv, L
⊗n
v )×H0(Xv, L

⊗m
v ),

以下不等式成⽴

∥sn · sm∥(n+m)φv ⩽ ∥sn∥nφv · ∥sm∥mφv .

另外, 对任意 n ∈ N, Vn(L) 上的范数族 (∥.∥nφv)v∈SK 是受控制的范数族. 如

果 V• 是 L 的分次线性系, ξn 是范数族 (∥.∥nφv)v∈SK 在 Vn 上的限制, 那么

(Vn, ξn), n ∈ N

称为 (L,φ) 的算术分次线性系.

定理 6.5.1 (算术 Hilbert-Samuel 定理). 设 K 为数域, X 为 K 上⼏何整的

射影概形, d = dim(X), L 为 X 上的丰沛线丛, φ = (φv)v∈SK 为 L 上由半

正度量组成的受控制的度量族. 对任意 n ∈ N, 令 ξn = (∥.∥nφv)v∈SK . 那么
序列

1

nd+1
d̂eg(H0(X,L⊗n), ξn), n ∈ N, n ⩾ 1

收敛到
h(L,φ)(X)

(d+ 1)!
=

(Ld+1)

(d+ 1)!
.

这个定理最初是 Gillet 和 Soulé ⽤他们的算术 Riemann-Roch 定理证

明的. 但为了适⽤算术 Riemann-Roch 定理的条件, 对算术线丛的度量有光

滑性的要求. 之后 Abbes 和 Bouche [1] ⽤与代数⼏何中 Hilbert-Samuel 定

理证明类似的⽅法给出了不依赖于算术 Riemann-Roch 定理的证明, 但他

们的证明⽤到了 L2 估计, 仍对度量的正则性有要求. 之后 Maillot [90] 和

Randriambololona [110] 分别将算术 Hilbert-Samuel 定理推⼴到⼀般的连续

度量和⾮约化算术射影簇的情形. Adèle 语⾔下的算术 Hilbert-Samuel 定理

可以参考 [131].

注 6.5.2. 在定理 6.5.1 的记号和假设下, 结合⼏何 Hilbert-Samuel 定理 (6.3)
可以得到如下公式:

lim
n→+∞

d̂eg(H0(X,L⊗n), ξn)

n dimK(H0(X,L⊗n))
=

(L
d+1

)

(d+ 1)(Ld)
. (6.4)
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7 代数几何和算术几何中的凸分析方法

代数⼏何中的凸⼏何⽅法具有将近半个世纪的历史, 最初起源于 De-
mazure [45] 在上个世纪七⼗年代引进的环⾯簇的概念. 很快⼈们发现环

⾯簇是代数⼏何研究很好的模型. 环⾯簇的构造具有组合意味, 很多代数

⼏何的结果在环⾯簇的情形可以⾮常具体地计算并和凸⼏何建⽴紧密的联

系. 这为代数⼏何的研究带来了新⽅法. 特别地, Bernstein, Kušnirenko, 和

Khovanskiĭ [11, 79, 12] 将 Laurent 多项式公共根的个数和它们的 Newton
多⾯体的混合容量建⽴了联系, 之后 Teissier [121] 和 Khovanskiĭ [76] 反

过来⽤环⾯簇的代数⼏何⽅法 (Hodge 指标定理) 证明多⾯体混合容量的

Alexandrov-Fenchel 不等式. 近年来, Lazarsfeld, Mustaţă [85] 和 Kaveh,
Khovanskiĭ [74] 将凸⼏何的思想运⽤到⼀般射影簇的研究上, 得到了关于分

次线性系渐近性质的⼀系列新成果. 由于涉及的线丛只具有⾮常弱的正性

质, 传统的代数⼏何⽅法, ⽐如 Riemann-Roch 定理或消没定理等, 难以适

⽤于如此⼀般的情形. 其后他们的结果又在 [130] 和 [21] 中以两种不同的⽅

式移植到 Arakelov ⼏何的框架之中.

7.1 半群代数的组合

7.1.1 多项式代数

设 k 为域, R = k[T0, . . . , Td] 为 k 上的 d+1 元多项式代数, 其中 d ∈ N.
可以将多项式代数 R 按照次数分解成齐次多项式空间的直和, 这样得到⼀

个 N-分次 k-代数
⊕

n∈NRn, 其中 Rn 为 n 次齐次多项式组成的线性空间.
我们将这个分次代数记作 R•. 从代数⼏何的⾓度也可以将 R• 看成射影空

间 Pdk 上泛线丛 OPdk(1) 张量幂的截⾯代数⊕
n∈N

H0(Pdk,OPdk(n)).

注意到 n 次单项式

T a00 · · ·T add , (a0, . . . , ad) ∈ Nd, a0 + · · ·+ ad = n

构成 Rn 作为 k 线性空间的⼀组基. 这组基⼀⼀对应于单纯形

∆d = {(x1, . . . , xd) ∈ Rd⩾0 | x1 + · · ·+ xd ⩽ 1}
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中以分母整除 n 的分数为坐标的点构成的集合. 特别地, R• 的 Hilbert 函数

dimk(Rn), n ∈ N

满⾜条件

lim
n→+∞

dimk(Rn)

nd
= vol(∆d) =

1

d!
.

当然这个关系也可以从等式

dimk(Rn) =

(
d+ n

d

)
出发, 通过关系(

d+ n

n

)
=

(n+ d) · · · (n+ 1)

d!
=

1

d!
nd +O(nd−1), n→ +∞

得到.

7.1.2 半群代数

令 d ∈ N, Γ 为 N× Zd 的加法⼦⼳半群, 使得

Γ0 := {(a1, . . . , ad) ∈ Zd | (0, a1, . . . , ad) ∈ Γ} = {(0, . . . , 0)}.

⽤ k[Γ] 表⽰ Γ ⽣成的半群代数. 作为 k-线性空间 k[Γ] 是 Γ ⽣成的⾃由

k-线性空间. 我们将 k[Γ] 的标准基形式地记为

eγ , γ ∈ Γ.

作为 k-代数, k[Γ] 的乘法运算满⾜

∀ (γ, γ′) ∈ Γ× Γ, eγ · eγ′
= eγ+γ′

.

对任意 n ∈ N, 令

Γn = {(a1, . . . , ad) ∈ Zd | (n, a1, . . . , ad) ∈ Γ}.

这样 k-代数 k[Γ] 具有如下 N-分次结构

k[Γ]• =
⊕
n∈N

k⊕Γn
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例 7.1.1. 设 ∆ 为 Rd 的内部⾮空的凸⼦集. 构造 N × Zd 的⼦集 Γ(∆) 如

下:
Γ(∆) := {(n, α) ∈ N× Zd | α ∈ n∆},

其中 n∆ := {nx | x ∈ ∆}. 由 ∆ 的凸性知 Γ(∆) 是 N× Zd 的⼦⼳半群. 另

外, 对任意正整数数 n, 有

Γ(∆)n = {α ∈ Zd | 1
n
α ∈ ∆}.

当 n 趋于⽆穷时, 凸集 ∆ 中坐标为分母整除 n 的分数的有理点上的加权

Riemann 和收敛到 Lebesgue 积分, 所以

#Γ(∆)n = vol(∆)nd + o(nd), n→ +∞.

特别地, 当 ∆ 有界时半群代数 k[Γ]• 的 Hilbert 函数满⾜

lim
n→+∞

dimk(k[Γ(∆)]n)

nd
= vol(∆). (7.1)

当 ∆ 是单纯形

{(x1, . . . , xd) ∈ Rd⩾ | x1 + · · ·+ xd ⩽ 1}

时, 半群代数 k[Γ(∆)] 同构于多项式代数 k[T0, . . . , Td], 从⽽ §7.1.1 可以看

作半群代数的特例.

回到 Γ 是⼀般的 N × Zd 的加法⼦⼳半群的情形. 令 ΓZ 为 Γ ⽣成的

Z×Zd 的⼦群, ΓR 为 Γ ⽣成的 R×Rd 的 R-线性⼦空间. 对任意 n ∈ Z, 令

ΓZ,n = {α ∈ Zd | (n, α) ∈ ΓZ}.

另外, ⽤ N(Γ) 和 Z(Γ) 分别表⽰

{n ∈ N | Γn ̸= ∅} 和 {n ∈ N | ΓZ,n ̸= ∅.}

从定义看出, N(Γ) 是 N 的⼦⼳半群, Z(Γ) 是 N(Γ) ⽣成的 Z 的⼦群. 从⽽

存在 n0 ∈ N 使得 Z(Γ) = n0Z. 另外存在 N ∈ N 使得 n0a ∈ N(Γ) 对任意

a ∈ N⩾N 成⽴. 利⽤ Bézout 定理不难证明 (N ∩ Z(Γ)) \ N(Γ) 是有限集, 换

句话说, 存在 N ∈ N 使得 Z(Γ) 中任意不⼩于 N 的整数都属于 N(Γ).
假设 Z(Γ) ̸= {0}, 那么

ΓR ∩ ({1} × Rd)
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是 R× Rd 的仿射⼦空间46, 其对应的平⾏线性⼦空间是

ΓR ∩ ({0} × Rd).

另外,
ΓZ ∩ ({0} × Zd)

是这个线性⼦空间中的⽹格, 也就是说⽣成该线性⼦空间的离散⼦群. 我们

赋

ΓR ∩ ({0} × Rd).

以唯⼀的使得该⽹格的余体积为 1 的 Haar 测度.
令 A(Γ) 为仿射空间 ΓR ∩ ({1} ×Rd) 在 Rd 中的投影. 它是 Rd 的仿射

⼦空间. 前⾯提到的 ΓR ∩ ({0} × Rd) 上的 Haar 测度通过平移和投影诱导

A(Γ) 上的 Borel 测度, 记作 vol(.). ⽤ ∆(Γ) 表⽰∪
n∈N, n⩾1

{ 1
n
α | α ∈ Γn}

在 Rd 中的闭包. 它是仿射空间 A(Γ) 的凸闭⼦集, 并且张成整个仿射空间

A(Γ) (也就是说 A(Γ) 中的每个元素可以写成 ∆(Γ) 中⼀些元素的系数和为

1 的实线性组合). 另外, ∆(Γ) 在 A(Γ) 中的相对内点集⾮空, 这说明了 ∆(Γ)

是仿射空间 A(Γ) 中的凸体.
Khovanskiĭ [77, §1] 将 Bésout 定理推⼴到了⾼维⽹格的情形 (读者也可

以参考 [20, §1]).

命题 7.1.2. 设 E 为 A(Γ) 的紧的凸⼦集, ∆(Γ)◦ 为 ∆(Γ) 在 A(Γ) 中的相对

内部. 假设 E ⊂ ∆(Γ)◦, 那么存在 N ∈ N 使得对于不小于 N 的自然数 n 有

E ∩ { 1
n
α | α ∈ Γn} = E ∩ { 1

n
α | α ∈ ΓZ,n}.

利⽤这个命题 Kaveh 和 Khovanskiĭ [74, Theorem 1.15] 在 Γ 为 N×Zd

⼀般的⼦⼳半群的情形得到了类似于例 7.1.1 的结论.

定理 7.1.3. 设 Γ 为 N× Zd 的加法⼦⼳半群, R• = k[Γ]. 假设 N(Γ) ̸= {0},
那么如下等式成立:

lim
n∈N(Γ), n→+∞

dimk(Rn)

ndim(A(Γ))
= vol(∆(Γ)).

46即线性⼦空间的平移.
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7.2 环面簇

关于环⾯簇的⼏何, 读者可以参考 [101, 55].

7.2.1 环面与环面簇

设 k 为域. ⽤ Gm,k 表⽰ Spec(k[T, T−1]). 对任意 k-代数 A, 从 SpecA
到 Gm,k 的 k-态射的集合 Gm,k(A) 和 A 的乘法可逆元构成的乘法群 A× 有

函⼦性的⼀⼀对应, 从⽽ Gm,k 具有⼀个 Spec k 上的群概形结构. 对任意

d ∈ N, Spec k-上的群概形 Gd
m,k 称为 k 上的 d 维环面. 特别地, Gd

m,k 的群概

形结构对应于⼀个概形的 k-态射

Gd
m,k ×k Gd

m,k −→ Gd
m,k (7.2)

这个态射也可以看成是 k-群概形 Gd
m,k 在⾃⾝上的作⽤.

所谓 k 上的 d 维环面簇, 是指在 Spec k 上整闭的整概形 X, 赋有⼀个

从 Gd
m,k 到 X 的开浸⼊和 Gd

m,k 在 X 上的左作⽤

Gd
m,k ×k X −→ X,

使得在上述开浸⼊ Gd
m,k → X 之下该 Gd

m,k 在 X 上的左作⽤延拓 Gd
m,k 在

⾃⾝上的作⽤ (7.2).

7.2.2 组合描述

设 d 为⾃然数. ⽤ N 来表⽰从 Gm,k 到 Gd
m,k 的所有 k-群概形的态射

组成的群. 这个群⾃然同构于 Zd. ⽤ M 表⽰ N 的对偶 HomZ(N,Z), 也就

是 Gd
m,k 的特征标组成的群. ⽤ NR 和 MR 分别表⽰ N ⊗Z R 和 M ⊗Z R.
所谓 NR 中的有理多面体锥, 是指形如

σ = {λ1v1 + · · ·+ λrvr | (λ1, . . . , λr) ∈ Rr⩾0}

的NR 的⼦集, 其中 {v1, . . . , vr}是N 的有限⼦集 (我们说 σ是由 {v1, . . . , vr}
生成的); 类似地可以定义 MR 中的有理多⾯体锥. 如果 σ 是 NR 中的有理

多⾯体锥, ⽤ σ∨ 表⽰

{α ∈MR | ∀x ∈ σ, α(x) ⩾ 0}.
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可以证明 σ∨ 是 MR 中的有理多⾯体锥, 称为 σ 的对偶锥. 如果将 N 与其

双重对偶等同起来, 那么有 σ∨∨ = σ. 另外, Gordon 引理说明了, 对任意 NR

中的有理多⾯体 σ, 集合 Mσ :=M ∩ σ∨ 是 M 的有限⽣成⼦⼳半群.
令 σ 为 NR 中的有理多⾯体锥, 所谓 σ 的面, 是指 Mσ 中某线性形式的

核与 σ 的交. 可以证明 σ 的⾯都是有理多⾯体锥. 如果 {0} 是 σ 的⾯, 或

等价地, Mσ 张成整个 R-线性空间 MR, 我们说 σ 是严格凸的并⽤ Xσ 来表

⽰仿射概形 Spec(k[Mσ]), 其中 k[Mσ] 表⽰⼳半群 Mσ ⽣成的 k 上的⼳半群

代数. 作为 k-线性空间 k[Mσ] 是由 Mσ ⽣成的⾃由 k-线性空间, 其标准基

形式地记为

eα, α ∈Mσ.

作为 k-代数, k[Mσ] 的乘法运算满⾜

∀ (α, α′) ∈Mσ ×Mσ, eα · eα′
= eα+α′

.

如果 τ 是 σ 的⾯, 那么 k[Mτ ] 同构于 k[Mσ] 相对于⼀个元素的局部化,
从⽽ Xτ 可以看作是 Xσ 的⼀个开⼦概形. 特别地, X{0} = Spec(k[M ]) 等

同于环⾯ Gd
m,k, 从⽽环⾯ Gd

m,k 是 Xσ 的开⼦概形. 可以证明 Xσ 总是整闭

的整 k-概形, 它是正则概形当且仅当 σ 由 N 在 Z 上的⼀组基⽣成. 注意到

k-代数同态

k[Mσ] −→ k[Mσ]⊗k k[M ], eα 7−→ eα ⊗ eα

对应的 k-概形态射

Gd
m,k ×Xσ −→ Xσ (7.3)

是群概形 Gd
m,k 在 Xσ 上的左作⽤. 这个左作⽤延拓环⾯ Gd

m,k 在⾃⾝上的

作⽤, 从⽽ Xσ 是⼀个环⾯簇.
所谓 NR 中的扇, 是指 NR 中有限多个严格凸的有理多⾯体锥组成的⾮

空集合 Σ, 使得对任意 (σ, σ′) ∈ Σ × Σ, 交集 σ ∩ σ′ 是有理多⾯体锥 σ 与

σ′ 的公共⾯. 从⽽ Xσ∩σ′ 同时是 Xσ 和 Xσ′ 开⼦概形. 给定 NR 中的扇

Σ, 将仿射 k-概形 (Xσ)σ∈Σ 粘贴起来得到⼀个 k-概形 XΣ. 上述环⾯的左作

⽤ (7.3) 也可粘贴起来得到 Gd
m,k 在 XΣ 的左作⽤, 这个左作⽤也延拓环⾯

Gd
m,k 在⾃⾝上的作⽤, 从⽽ XΣ 是环⾯簇. 令 |Σ| 为扇 Σ 的支集, 其定义为

|Σ| :=
∪
σ∈Σ

σ.
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可以证明, 结构态射 XΣ → Spec k 是真态射 (proper morphism) 当且仅当

|Σ| = NR; XΣ 是正则概形 (regular scheme) 当且仅当 Σ 中的每个有理多⾯

体锥 σ 都是由 N 的某⼀组整基中的⼀些向量⽣成的.

7.2.3 环面除子

本⼩节中我们沿⽤ §7.2.2 的记号. 令 Σ 为 NR 中的扇, XΣ 为 Σ 对应

的环⾯簇. 所谓 XΣ 上的环面除子, 是指 XΣ 的在环⾯ Gd
m,k 的作⽤下不变

的 Cartier 除⼦.
设 D 为 XΣ 上的环⾯除⼦, 在每个仿射开集 Xσ 上, D 对应于⼀个在

环⾯ Gd
m,k 的作⽤下不变的有理函数, 它形如 e−ασ , 其中 ασ 是 M 中的元

素. 另外, 对任意 (σ, σ′) ∈ Σ×Σ 有 ασ −ασ′ ∈Mσ∩σ′ . 特别地, ασ −ασ′ 和

ασ′ − ασ 同时在 σ ∩ σ′ 上⾮负, 这说明 ασ 和 ασ′ 在 σ ∩ σ′ 上的限制相等.
这样可以将 XΣ 上的环⾯除⼦⽤拟⽀撑函数来表⽰. 所谓 |Σ| 上的拟支撑函

数, 是指实值连续函数 ψ : |Σ| → R, 在每个 Σ 中的有理多⾯体锥 σ 上的限

制与 M 中的某个线性形式在 σ 上的限制相等. 我们⽤ Dψ 来表⽰拟⽀撑函

数 ψ 对应的环⾯除⼦. 不难验证, Dψ 是实效除⼦ (effective divisor) 当且仅

当 ψ 是⾮负函数. 两个环⾯除⼦ Dψ 和 Dψ′ 有理等价当且仅当对应的拟⽀

撑函数 ψ 和 ψ′ 之差等于 M 中的某个线性形式.

7.2.4 环面除子的整体截面

本⼩节中仍沿⽤ §7.2.2 的记号. 设 Σ 为 NR 中的扇, ψ : |Σ| → R 为拟

⽀撑函数. 可以证明,

{eα | α ∈M, ∀x ∈ |Σ|, ψ(x) ⩽ α(x)}

是实线性空间 H0(XΣ, Dψ) 的⼀组基. 特别地, 如果⽤ ∆ψ 表⽰集合∩
σ∈Σ

{α ∈MR | ∀x ∈ σ, ψ(x) ⩽ α(x)},

那么

H0(XΣ, Dψ) =
⊕

α∈∆ψ∩M

k eα .

这说明了分次代数
⊕

n∈NH
0(XΣ, nDψ) 等于 N×M ∼= N× Zd 的⼦⼳半群

Γ(∆ψ) = {(n, α) ∈ N×M | α ∈ n∆ψ}
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⽣成的半群代数. 由定理 7.1.3 得到, 当 ∆ψ ⾮空时,

lim
n→+∞

dimk(H
0(XΣ, nDψ))

ndim(∆ψ)
= vol(∆ψ).

7.3 Newton-Okounkov 凸体

设 k 为域, X 为 Spec k 上的整概形, k(X) 为 X 上的有理函数域. 所谓

X 上的分次线性系, 是指多项式环

k(X)[T ] =
⊕
n∈N

k(X)Tn

的分次⼦ k-代数

V• =
⊕
n∈N

VnT
n,

使得每个 Vn 都是有限维 k-线性空间. 给定 X 上的分次线性系 V•, 在 N 上

定义的函数

FV• : (n ∈ N) 7−→ dimk(Vn)

称为 V• 的 Hilbert 函数. 当 V• 是有限⽣成 k-代数时, ⽤ Poincaré 级数的

⽅法可以得到 Hilbert 函数 FV• 当 n 趋于⽆穷时的渐近公式 (读者可以参考

[23, chap. VIII, §4, n◦2]). 当 V• 不具有有限⽣成性的条件时, FV• 的渐近性

质是困难的问题. 在 X 具有正则有理点的情形, Lazarsfeld, Mustaţă [85] 和
Kaveh, Khovanskiĭ [74] 分别利⽤ Okounkov [103] 的凸⼏何⽅法解决了这个

问题. ⼀般的情形需要⽤到函数域上的 Arakelov ⼏何, 读者可以参考 [35].

7.3.1 单叶赋值

令 d 为正整数. 所谓 Zd 上的单项式序 (monomial order), 是指 Zd 上

的全序关系 ⩽, 满⾜如下条件:

(1) 对任意 α ∈ Nd, 0 ⩽ α,

(2) 对任意 Zd 中的元素 α, β 和 γ, 如果 β ⩽ γ, 那么 α+ β ⩽ α+ γ.

⽐⽅说由 Z 上通常的序关系所诱导的 Zd 上的字典排序就是⼀种单项式序.
沿⽤序理论的习惯记法, α < β 表⽰ α ⩽ β 且 α ̸= β, α ⩾ β 表⽰ β ⩽ α,
α > β 表⽰ β < α. 另外, 我们在全序集 (Zd,⩽) 中形式地添加⼀个最⼤元

∞, 并约定对任意 α ∈ Zd ∪ {∞} 有 α+∞ = ∞.
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定义 7.3.1. 设 K/k 为域的有限⽣成扩张. 给定 Zd 上的⼀个单项式序 ⩽.
所谓 K/k 在 (Zd,⩽) 中的赋值, 是指映射

v : K −→ Zd ∪ {∞},

满⾜以下条件:

(a) 对任意 a ∈ K, v(a) = ∞ 当且仅当 a = 0,

(b) 对任意 (a, b) ∈ K ×K,

v(ab) = v(a) + v(b), v(a+ b) ⩾ min{v(a), v(b)},

(c) 对任意 a ∈ k×, v(a) = 0.

设 v 为 K/k 在 (Zd,⩽) 中的赋值. 对任意 α ∈ Zd, 令

K⩾α := {b ∈ K | v(b) ⩾ α}, K>α := {b ∈ K | v(b) > α}.

注意到 K⩾α 和 K>α 都是 K 的 k-线性⼦空间, 并且 K>α ⊂ K⩾α. 如果对

任意 α ∈ Zd 有

dimk(K
⩾α/K>α) = 1 或 0,

那么说 v 是 K/k 在 (Zd,⩽) 中的单叶赋值. 不难看出, 如果 v 是 K/k 在

(Zd,⩽) 中的单叶赋值, 那么对于任意 K 的包含 k 的⼦域 K ′, v 在 K ′ 上的

限制是 K ′/k 在 (Zd,⩽) 中的单叶赋值.

例 7.3.2. 设 X 为 K/k 的⼀个代数⼏何模型, 也就是说 X 是⼀个 Spec k
上的整概形, 其有理函数域等于 K. 假设 X 具有⼀个正则有理点 x. 那么

OX,x 是正则局部环, 其分式域等于 K, 其剩余类域等于 k. 由 Cohen 结构

定理 (见 [46, Proposition 10.16]) 知局部环 OX,x 的完备化同构于 d 元 k-系
数形式幂级数环, 其中 d 是域扩张 K/k 的超越维数, 也等于局部环 OX,x

的 Krull 维数. 给定 Zd 上的单项式序 ⩽, 从形式幂级数环 k[[T1, . . . , Td]] 到

Zd ∪ {∞} 的映射∑
α=(α1,...,αd)∈Nd

λαT
α1
1 · · ·Tαdd 7−→ inf{α ∈ Nd | λα ̸= 0}

满⾜如下条件:

(1) 对任意 F ∈ k[[T1, . . . , Td]], v(F ) = ∞ 当且仅当 F = 0,
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(2) 如果 F 是⾮零常值形式幂级数, 那么 v(F ) = 0,

(3) 如果 F 和 G 是 k[[T1, . . . , Td]] 中两个形式幂级数, 那么

v(FG) = v(F ) + v(G), v(F +G) ⩾ min{v(F ), v(G)}.

从⽽我们可以将映射 v延拓到 k[[T1, . . . , Td]]的分式域上, 使得对任意 (F,G) ∈
k[[T1, . . . , Td]], G ̸= 0 有

v(F/G) = v(F )− v(G).

不难验证这样得到的函数是 Frac(k[[T1, . . . , Td]])/k 上取值在 (Zd,⩽) 中的单

叶赋值. 从⽽函数 v(.) 在 K 上的限制构成 K/k 上取值在 (Zd,⩽) 中的单叶

赋值.

注 7.3.3. 设 K/k 为域的有限⽣成扩张. 假设 K/k 上存在某取值在 (Zd,⩽)

中的单叶赋值 v, 那么域扩张 K/k 是⼏何整的 (geometrically integral). 事

实上, 若 ka 表⽰ k 的代数闭包, 那么 K ⊗k k
a 中的任意元素 y 都可以写成

x1 ⊗ a1 + · · ·+ xn ⊗ an

的形式, 其中 a1, . . . , an 是 ka 中的⾮零元, x1, . . . , xn 是 K 中的⾮零元, 使

得

v(x1) > v(x2) ⩾ . . . ,⩾ v(xn).

另外, v(x1) 的值不依赖于 y 满⾜上述条件的张量分解. 读者可以通过对 y

的张量秩 (不同的张量分解中分裂张量的最少个数) 归纳来证明这⼀点. 这

样可以将映射 v(.) 延拓到 K ⊗k k
a 之上, 在上述的元素 y 上取 v(x1) 为其

值. 这样延拓得到的映射将 K ⊗k k
a 的乘法转化为 Zd ∪ {∞} 的加法, 这说

明了 K ⊗k k
a 是整环.

7.3.2 分次线性系的运算转化

令 K/k 为域的有限⽣成扩张. 设 d 为正整数, ⩽ 为 Zd 上的单项式序.
我们假设存在 K/k 在 (Zd,⩽) 中的单叶赋值 v.

所谓 K/k 的分次线性系, 是指多项式环 K[T ] 的分次⼦ k-代数

V• =
⊕
n∈N

VnT
n,
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使得每个 Vn 都是有限维 k-线性空间. 这个分次代数⼀般不同构于半群代

数, 但是通过单叶赋值 v 可以改变这个分次代数的乘法运算使之同构于某个

半群代数. 注意到这个乘法运算的变化并不改变分次代数的 Hilbert 函数,
从⽽可以⽤前⽂中介绍的凸⼏何⽅法来研究.

对任意 n ∈ N 及 α ∈ Zd, 令

V ⩾α
n := {b ∈ Vn | v(b) ⩾ α}, V >α

n := {b ∈ Vn | v(b) > α}.

那么 V >α
n 是 V ⩾α

n 的 k-线性⼦空间. 我们⽤ gr(n,α)(V•) 来表⽰商空间

V ⩾α
n /V >α

n .

由于 v 是 K/k 在 (Zd,⩽) 中的赋值, V• 的分次 k-代数结构在 k-线性空间

gr(V•) :=
⊕
n∈N

⊕
α∈Zd

gr(n,α)(V•)

上诱导⼀个 N×Zd-分次 k-代数结构. 另外, 由于 v 是单叶赋值, 知 gr(n,α)(V•)

要么是零线性空间, 要么是 1 维 k-线性空间. 特别地,

dimk(Vn) = card({α ∈ Zd | gr(n,α)(V•) ̸= {0}}).

若记

Γ(V•) := {(n, α) ∈ N× Zd | gr(n,α)(V•) ̸= {0}},

那么 Γ(V•) 是 N × Zd 的加法⼦⼳半群, 称为 V• 的 Okounkov 半群. 另外,
gr(V•) 同构于半群代数 k[Γ(V•)]. 从⽽由定理 7.1.3 导出如下结论.

定理 7.3.4 (Kaveh-Khovanskiĭ, Lazarsfeld-Mustaţǎ). 令 N(V•) = {n ∈ N |
Vn ̸= {0}}, 并令 d 为仿射空间 A(Γ(V•)) 的维数. 假设 N(V•) ̸= {0}, 那么如
下等式成立:

lim
n∈N(V•), n→+∞

dimk(Vn)

nd
= vol(∆(Γ(V•))).

7.3.3 Newton-Okounkov 凸体

令 K/k 为域的有限⽣成扩张. 设 V• 和 V ′
• 为 K/k 的两个分次线性系,

如果对任意 n ∈ N 有 Vn ⊂ V ′
n, 则说 V ′

• 包含 V• 或说 V• 包含于 V ′
• . 如果

V• 作为 k-代数是有限⽣成代数, 则说 V• 是有限生成的分次线性系. 如果 V•

包含于某个有限⽣成的分次线性系, 则说 V• 是子有限生成的. ⼀般情形下,
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⼦有限⽣成的分次线性系不⼀定是有限⽣成的, 这⼀点和 Hilbert 第 14 问

题有紧密的联系, 从 Nagata 的反例出发可以构造⼀个⾮有限⽣成的⼦有限

⽣成分次线性系, 读者可以参考 [37, §5].
如果 V• 是 K/k 的分次线性系, ⽤ k(V•) 来表⽰由集合∪

n∈N

{f
g

∣∣∣ f ∈ Vn, g ∈ Vn \ {0}
}

⽣成的 K/k 的⼦扩张. 如果 k(V•) = K, 则说分次线性系 V• 是双有理的.

定义 7.3.5. 我们⽤ A(K/k) 表⽰ K/k 的所有满⾜下列条件的⼦有限⽣成

双有理分次线性系 V• 构成的集合:

(1) V0 = k

(2) 对⾜够⼤的正整数 n 有 Vn ̸= {0}.

令 d 为域扩张 K/k 的超越维数. ⽤ Conv(d) 表⽰ Rd 的内部⾮空的紧

凸⼦集组成的集合. 所谓 K/k 上的⼀个 Newton-Okounkov 凸体理论, 是指

满⾜如下条件的映射

∆ : A(K/k) −→ Conv(d)

(a) 如果 V• 和 V ′
• 是 A(K/k) 中两个分次线性系, 使得 V• 包含于 V ′

• , 那

么 ∆(V•) ⊂ ∆(V ′
• ),

(b) 如果 V• 和 W• 是 A(K/k) 中两个分次线性系, 那么

∆(V• ·W•) ⊃ ∆(V•) + ∆(W•),

其中 V• ·W• 表⽰分次线性系⊕
n∈N

Vectk({fg | f ∈ Vn, g ∈Wn}),

∆(V•) + ∆(W•) 表⽰ Minkowski 和

{x+ y | x ∈ ∆(V•), y ∈ ∆(W•)},

(c) 对任意 V• ∈ A(K/k), 序列

dimn(Vn)

nd

收敛到 vol(∆(V•)).



7 代数⼏何和算术⼏何中的凸分析⽅法 157

例 7.3.6. 在 §7.3.2 中我们了解到, 如果 K/k 在赋某个单项式序的 Zd 中具

有⼀个单叶赋值, 那么

(V• ∈ A(K/k)) 7−→ ∆(Γ(V•))

构成⼀个 Newton-Okounkov 凸体理论; 它依赖于 Zd 上的单项式序和单叶

赋值的选取.

注 7.3.7. 由注 7.3.3 知例 7.3.6 的构造要求域扩张 K/k 是⼏何整的. 但⽤

代数函数域上 Arakelov ⼏何的⽅法可以对⼀般的情形归纳地构造 Newton-
Okounkov 凸体理论, 这种构造只依赖于扩张 K/k 的⼀个⼦域链

k = K0 ⊊ K1 ⊊ . . . ⊊ Kd = K,

其中每个 Ki/Ki−1 都是单超越扩张, 从⽽可以将 Ki 看成是定义在 Ki−1 上

的某个正则射影曲线的有理函数域. 具体的构造⽅法见 [35, §4]. 另外, 如

果 V• 是⼀般的⼦有限⽣成分次线性系, 使得 V0 = k, 那么存在域扩张 K/k

的有限⽣成分次线性系 W• 使得 W• 包含 V• 并且 k(W•) = k(V•) (见 [37,
Theorem 1.2]). 这说明了 V• 作为分次 k-代数同构于 k(V•)/k 的⼀个⼦有限

⽣成的双有理分次线性系, 从⽽ Newton-Okounkov 凸体的构造适⽤于⼀般

的⼦有限⽣成分次线性系.
对任意 K/k 的⼦有限⽣成分次线性系 V•, 域扩张 k(V•)/k 的超越维数

称为 V• 的 Kodaira-Iitaka 维数. ⽤ Newton-Okounkov 凸体的⽅法, 可以证

明以下结论.

(1) Fujita 逼近: 设 V• 为 K/k 的⼦有限⽣成分次线性系 V•, d 为 V• 的

Kodaira-Iitaka 维数. 假设

N(V ) := {n ∈ N | Vn ̸= {0}} ̸= {0},

那么当 n ∈ N(V•) 趋于⽆穷时序列

dimk(Vn)

nd/d!
, n ∈ N(V•)

收敛到⼀个正实数, 记作 vol(V•), 称为 V• 的容量 (volume). 另外, 如

下等式成⽴

vol(V•) = sup
W•⊂V•

W• 有限⽣成
trdeg(k(W•)/k)=d

vol(W•),
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其中 W• 取遍包含于 V• 且 Kodaira-Iitaka 维数等于 d 的有限⽣成分

次线性系. 读者可以参考 [74, Corollary 3.11], [85, Theorem D], [37,
Theorem 6.2].

(2) Brunn-Minkowski不等式: 设 V• 和 W• 为 A(K/k) 中的两个分次线性

系, d 为 K 在 k 上的超越维数. 那么⽤凸⼏何中的 Brunn-Minkowski
不等式47可以从 Newton-Okounkov 凸体理论的条件 (b) 导出如下不等

式:
vol(V• ·W•)

1
d ⩾ vol(V•)

1
d + vol(W•)

1
d .

注 7.3.8. 设 V• 为 K/k 的⼦有限⽣成分次线性系, 使得对⾜够⼤的⾃然数

n 有 Vn ̸= {0}. 由 Fujita 逼近知

dimk(Vn) =
vol(V•)

d!
nd + o(nd), n→ +∞.

通过函数域的算术⼏何⽅法和注 7.3.7 中提到的 Newton-Okounkov 凸体的

归纳构造可以证明存在某函数 f : N → R 满⾜

f(n) =
vol(V•)

d!
nd +O(nd−1)

并且使得不等式

dimk(Vn) ⩽ f(n)

对任意 n ∈ N 成⽴. 读者可以参考 [33] 和 [37, Theorem 6.4].

7.4 算术分次线性系的凹变换

本节中令 k 为数域, X 为 k 上⼏何整的射影概形, L 为 X 上的线丛,
V• 为 L 的分次线性系. 假设 V1 ̸= {0} 并在 V1 中任取⼀个⾮零元 u. 令

K = k(X) 为 X 上的有理函数域. 这样映射

V• −→ K[T ], (sn)n∈N 7−→
∑
n∈N

sn
un
Tn

47设 ∆1 和 ∆2 为 Rd 中两个紧凸集, ∆1 + ∆2 = {x + y | (x, y) ∈ ∆1 × ∆2} 为其 Minkowski 和,
Brunn-Minkowski 不等式断⾔

vol(∆1 + ∆2)
1
d ⩾ vol(∆1)

1
d + vol(∆2)

1
d .

读者可以参考 [9] 中⽤现代观点对 Brunn-Minkowski 不等式的综述.
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是分次 k-代数的单同态, 利⽤这个单同态可以将 V• 看成域扩张 K/k 的分

次线性系. 我们固定⼀个 Newton-Okounkov 凸体理论 ∆. 令 d 为 V• 的

Kodaira-Iitaka 维数并令 ∆(V•) 为 V• 的 Newton-Okounkov 凸体. 依定义,
∆(V•) 是 Rd 的内部⾮空的紧凸⼦集, 并且

lim
n→+∞

dimk(Vn)

nd
= vol(∆(V•)).

特别地,
vol(V•) = d! vol(∆(V•)).

给定 L 上受控制的度量族 φ = (φv)v∈Sk . 对任意 n ∈ N, 令

ξn = (∥.∥n,v)v∈Sk

为 Vn 上如下定义的范数族:

∀ s ∈ Vn ⊗k kv ⊂ H0(Xv, L
⊗n
v ), ∥s∥n,v := sup

x∈Xan
v

|s|nφv(x).

注意到 ξn 是受控制的范数族, 并且以下不等式成⽴:

∀ (sn, sm) ∈ Vn,kv × Vm,kv .

所谓算术分次线性系的凹变换, 是指从 Vn 上的范数族 ξn 出发构造 Newton-
Okounkov 凸体 ∆(V•) 上的⼀个凹函数⽤来描述算术分次线性系 (Vn)n∈N.
在这个构造中起到关键作⽤的是 Harder-Narasimhan R-链的⼯具.

7.4.1 Harder-Narasimhan R-链

令 E 为有限维 k-线性空间, ξ 为 E 上受控制的范数族. 所谓 (E, ξ)

的 Harder-Narasimhan R-链, 是指 E 的线性⼦空间族 (µ̂min(.) 的构造见定

义 5.3.10)
F t(E, ξ) :=

∑
{0}≠F⊂Vn
µ̂min(F )⩾t

F,

其中 F 取遍 Vn 的⾮零线性⼦空间, 并且在 F 中我们考虑 ξ 在 F 上的限制.
这个⼦空间族以 R 为指标, 同时体现了 (E, ξ) 的 Harder-Narasimhan 分解

和其中各个⼦商空间的极⼩斜率的信息 (见定理 5.3.13). 事实上, 如果

0 = E0 ⊊ E1 ⊊ . . . ⊊ En = E
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是 (E, ξ) 的 Harder-Narasimhan 分解, 那么当 t > µ̂min(E1) 时 F t(E, ξ) =

{0}, 当 t ⩽ µ̂min(En/En−1) 时 F t(E, ξ) = E; 对任意 i ∈ {1, . . . , n− 1}, 当

µ̂min(Ei+1/Ei) < t ⩽ µ̂min(Ei/Ei−1)

时 F t(E, ξ) = Ei. Hader-Narasimhan R-链还可以⽤来估计 Arakelov 度数.
对任意 t ∈ R, 令

rt = dimk(F t(E, ξ)),

那么如下不等式成⽴ (见 [])

−
∫
R
t drt ⩽ d̂eg(E) ⩽ −

∫
R
t drt +

ln(r)
2r

[K : Q] (7.4)

7.4.2 R-链的泛函分析解释

设 E 为有限维 k-线性空间. ⽤ Θ(E) 表⽰ E 的所有⾮零线性⼦空间构

成的集合. 这个集合在包含关系下构成⼀个偏序集. ⽤ |.|′ 表⽰ k 上平凡的

绝对值, 也就是说 |0|′ = 0 并且对任意 a ∈ k× 有 |a|′ = 1. 如果 ∥.∥′ 是 E 上

(相对于绝对值 |.|′) 的超范数, 那么对任意 ε > 0, ⽤

(E, ∥.∥′)⩽ε := {s ∈ E | ∥s∥′ ⩽ ε}

来表⽰ (E, ∥.∥′) 的以原点为中⼼且半径为 ε 的闭球. 可以证明, (E, ∥.∥′)⩽ε
是 E 的线性⼦空间. 这样 E 的⼦空间族

(E, ∥.∥′)⩽e−t , t ∈ R

构成⼀个以 R 为指标的降链. 反过来, 如果 (F t(E))t∈R 是 E 的线性⼦空间

构成的降链, 满⾜以下条件:

(1) 存在 t0 > 0 使得 F t0(E) = {0}, F−t0(E) = E,

(2) 对任意 t ∈ R, 存在 δt > 0 使得 F t−δt(E) = F t(E).

那么映射 ∥.∥′F : E → R⩾0,

∥s∥′F := exp
(
− sup{t ∈ R | s ∈ F t(E)}

)
构成了 E 上的⼀个超范数, 使得

(E, ∥.∥′F)⩽e−t = F t(E).
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7.4.3 算术分次线性系的极限定理

我们⽤ Hader-Narasimhan R-链为⼯具来研究本节开头设定的算术分

次线性系. 对任意 n ∈ N, 从 k-线性空间 Vn 上受控制的范数族 ξn 出发在

Vn 上定义 Harder-Narasimhan R-链的结构. 对任意 t ∈ R, 令

F t(Vn, ξn) =
∑

{0}̸=F⊂Vn
µ̂min(F )⩾t

F

为 (Vn, ξn) 的 Harder-Narasimhan R-链并⽤ ∥.∥′n 表⽰ (F t(Vn, ξn))t∈R 所

对应的 Vn 上 (相对于 k 上平凡绝对值 |.|′) 的超范数. 可以证明, 对任意

(n,m) ∈ N2, (tn, tm) ∈ R× R, 有

F tn(Vn, ξn) · F tm(Vm, ξm) ⊂ F tn+tm− 3
2 [K:Q] ln(rn·rm)(Vn+m, ξn+m), (7.5)

其中 rn = dimk(Vn), rm = dimk(Vm). 从这个关系以及

rn = O(nd), n→ +∞

可以推出, 对任意 s ∈ Vn, 序列 ((∥sℓ∥′nℓ)
1
ℓ )ℓ∈N, ℓ⩾1 收敛. 我们⽤ ∥s∥′′n 来表

⽰这个序列的极限. 从关系 (7.5) 还可以推出, 这样构造的函数 ∥.∥′′n 仍是 Vn

上的超范数, 并且对任意 (n,m) ∈ N2 及 (tn, tm) ∈ R2, 有

∥sn · sm∥′′n+m ⩽ ∥sn∥′′n · ∥sm∥′′m. (7.6)

对任意 t ∈ R, 令

V t
• :=

⊕
n∈N

{sn ∈ Vn | ∥sn∥′′n ⩽ e−nt}.

由不等式 (7.6) 知 V t
• 是分次线性系. 这样我们就得到 ∆(V•) 的闭⼦集降链

∆(V t
• ). ⽽且 ∆(V t

• ) ⾮空的时候是闭凸集.

定义 7.4.1. 所谓算术分次线性系

V• =
(
(Vn, ξn)

)
n∈N

的凹变换, 是指 Newton-Okounkov 凸体 ∆(V•) 上如下定义的函数

GV•
: ∆(V•) −→ R, x 7−→ sup{t ∈ R | x ∈ ∆(V t

• )}.

这是 ∆(V•) 上的凹函数. 当 V• 是线丛 L 的完全分次线性系 V•(L) 时, 也将

函数 GV•
记为 G(L,φ).
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定理 7.4.2. 对任意 n ∈ N, n ⩾ 1, 令 νn 为 R 上如下定义的 Borel 概率测
度:

νn(dt) = −d(dimk(Fnt(Vn, ξn)))

dimk(Vn)
,

那么对任意 R 上的有界连续函数 f ,

lim
n→+∞

∫
R
f(t) νn(dt) =

1

vol(∆(V•))

∫
∆(V•)

f(GV•
(x)) dx.

换句话说, 概率测度的序列 (νn)n∈N 弱收敛到 ∆(V•) 上的均匀分布在映射

GV•
下的像.

注 7.4.3. ⽤概率论的语⾔可以将上述定理的结论重新叙述如下. 对任意

n ∈ N, 令 Xn 为⼀个实值随机变量, 以 νn 为其分布. 又令 Z 为取值在

∆(V•) 中并且均匀分布的随机变量. 那么随机变量的序列 (Xn)n∈N 依分布

收敛到 GV•
(Z). 当 V• 是有限⽣成 k-代数时, GV •

是有界函数. 此时 Xn 的

期望收敛到 GV•
(Z) 的期望. 再利⽤估计 (7.4) 可以得到如下渐近性质:

lim
n→+∞

d̂eg(Vn, ξn)
n dimk(Vn)

=
1

vol(∆(V•))

∫
∆(V•)

GV•
(x) dx, (7.7)

其中 d 是 V• 的 Kodaira-Iitaka 维数. 再结合

lim
n→+∞

dimk(Vn)

nd
= vol(∆(V•))

就得到

lim
n→+∞

d̂eg(Vn, ξn)
nd+1

=

∫
∆(V•)

GV•
(x) dx. (7.8)

类似地, 若令

d̂eg+(Vn, ξn) := sup
F⊂Vn

d̂eg(F ),

其中 F 取遍 Vn 的线性⼦空间, 在 F 中我们考虑 ξn 在 F 上的限制. 那么

(这⾥不需要假设 V• 是有限⽣成代数)

lim
n→+∞

d̂eg+(Vn, ξn)
n dimk(Vn)

=
1

vol(∆(V•))

∫
∆(V•)

max{GV•
(x), 0} dx. (7.9)

7.4.4 算术容量函数与 Brunn-Minkowski 不等式

设 k 为数域, X 为 k 上⼏何整的射影概形, L 为 X 上的线丛, φ =

(φv)v∈Sk 为 L 上受控制的度量族. 若 V• 是 L 的分次线性系, 使得其
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Kodaira-Iitaka 维数等于 X 的 Krull 维数 d, 则定义 V• 相对于度量族 φ

的算术容量 为

v̂olφ(V•) := lim
n→+∞

d̂eg+(Vn, ξn)
nd+1/(d+ 1)!

. (7.10)

这个定义最早是 Moriwaki [95, 96] 提出来的, 原始定义中替代 d̂eg+(Vn, ξn)
的是 (Vn, ξn) 作为赋范线性空间⽹格位于单位球中格点个数的对数. 可以证

明上式中极限和原始定义的算术容量函数相等 (见 [38, §4.3.6]).
⽤算术分次线性系 V• 的凹变换 GV•

可以构造 Rd+1 中的如下⼦集

∆̂(V•) = {(x, t) ∈ ∆(V•)× R | 0 ⩽ t ⩽ GV•
(x)}. (7.11)

由于 GV •
是 ∆(V•) 上的凹函数, ∆̂(V•) 是 Rd+1 中的凸体, 并且其体积为

vol(∆̂(V•)) =

∫
∆(V•)

max{GV•
(x), 0} dx.

我们称之为算术 Newton-Okounkov 凸体. 结合 (7.9) 和关系

lim
n→+∞

dimk(Vn)

nd
= vol(V•)

得到

v̂olφ(V•) = (d+ 1)! vol(∆̂(V•)).

设 (L,φ) 和 (M,ψ) 为 X 上带有受控制度量族的线丛, V•, W• 和 U• 分

别为 L, M 和 L⊗M 的分次线性系, 其 Kodaira-Iitaka 维数都等于 d. 假设

对任意 n ∈ N 有

Vn ·Wn := Spank({s · t | s ∈ Vn, t ∈Wn}) ⊂ Un.

此时如下关系成⽴

∆(V•) + ∆(W•) := {x+ y | x ∈ ∆(V•), y ∈ ∆(W•)} ⊂ ∆(U•), (7.12)
∀ (x, y) ∈ ∆(V•) + ∆(W•), GU•

(x+ y) ⩾ GV•
(x) +GW•

(y). (7.13)

从中可以推出

∆̂(U •) ⊃ ∆̂(V•) + ∆̂(W•).

这样由经典的 Brunn-Minkowski 不等式得到算术 Brunn-Minkowski 不等式

v̂olφ+ψ(U•)
1
d+1 ⩾ v̂olφ(V•)

1
d+1 + v̂olψ(W•)

1
d+1 (7.14)

在 U•, V• 和 W• 都是完全分次线性系的情形下, 这个不等式是袁新意 [130]
的结果. 他的⽅法也是基于凸⼏何, 但他的算术 Newton-Okounkov 凸体的

构造⽅法与这⾥介绍的不同.
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8 随机耦合与测度传输在算术几何中的应用

本章介绍凸⼏何结合应⽤数学中两个⽅法, 随机变量耦合和测度传输,
在算术⼏何研究中的应⽤.

8.1 随机变量的耦合与 Hodge 指标定理

8.1.1 凸体的耦合系数

随机变量的耦合是数理统计中处理随机变量相关性的数学⽅法, 它的主

要思想是在已知边缘分布的前提下模拟随机变量族的各种可能的联合分布.
这⾥我们讨论 Euclid 空间凸体中均匀分布的耦合. ⽤ Conv(d) 表⽰ Rd 的

内部⾮空的紧凸⼦集构成的集合. 如果 ∆0 和 ∆1 是 Conv(d) 中两个元素,
⽤ ∆0 +∆1 表⽰它们的 Minkowski 和, 其定义为

∆0 +∆1 := {x+ y | x ∈ ∆0, y ∈ ∆1}.

这样 Rd 中向量的加法定义了从 ∆0 × ∆1 到 ∆0 + ∆1 的满射, 将 (x, y) ∈
∆0 ×∆1 映为 x+ y.

定义 8.1.1. ⽤ A (∆0,∆1) 表⽰由满⾜如下条件的 ∆0 ×∆1 上的 Borel 概

率测度 ν 构成的集合:

ν 在两个投影 ∆0 ×∆1 → ∆0 和 ∆0 ×∆1 → ∆1 下的像分别是

∆0 和 ∆1 上的均匀分布.

换句话说, A (∆0,∆1) 是取值在 ∆0×∆1 中并且边缘分布是均匀分布的随机

变量所有可能的联合分布组成的集合. 如果 ν 是 A (∆0,∆1) 中的元素, 令

ρ(ν) := sup
f

∫
∆0×∆1

f(x+ y) ν(dx, dy)∫
∆0+∆1

f(z) dz ,

其中 f 取遍所有 ∆0 +∆1 上 Lebesgue 积分⼤于 0 的⾮负 Borel 函数.

注 8.1.2. ⽤概率论的语⾔来讲, 如果 (Z0, Z1) 是取值在 ∆0 ×∆1 中以 ν 为

分布的随机变量, Z 是取值在 ∆0 +∆1 中均匀分布的随机变量, 那么对任意

Borel 函数 f : ∆0 ×∆1 → R⩾0 有

E[f(Z1 + Z2)] ⩽ ρ(ν)E[f(Z)]
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设 a 为不⼩于 1 的实数. ⽤单调类定理可以证明, 要验证关系 ρ(ν) ⩽ a, 只

须证明不等式

E[f(Z1 + Z2)] ⩽ aE[f(Z)]

对任意 ∆1 +∆2 上的⾮负连续函数成⽴.

令 P(∆0 × ∆1) 为 ∆0 × ∆1 上的 Borel 概率测度构成的集合. 由

Prokhorov 定理, P(∆0 × ∆1) 在密收敛 (tight convergence) 拓扑48下是可

度量化的可分紧拓扑空间. ⽽ A (∆0,∆1) 是 P(∆0 × ∆1) 的闭⼦集, 从⽽

也是紧拓扑空间. 注意到

ρ : A (∆0,∆1) −→ [1,+∞]

可以写成⼀族连续函数的上确界, 从⽽是下半连续的函数. 特别地, ρ(.) 在

A (∆0,∆1) 上取到其最⼩值. 我们将这个最⼩值记作 ρ(∆0,∆1), 称为凸体

∆0 和 ∆1 的耦合系数. 从函数 ρ 的定义不难看出对任意 ν ∈ A (∆0,∆1) 有

ρ(ν) ⩾ 1. 从⽽

ρ(∆0,∆1) ⩾ 1.

另外, 由 Bobkov 和 Madiman [13] 的结果知, 如果 ν 是 ∆0 ×∆1 上的均匀

分布, 那么

ρ(ν) ⩽
(
2d

d

)
.

这说明了

ρ(∆0,∆1) ⩽
(
2d

d

)
.

例 8.1.3. 假设存在 r > 0 以及 y ∈ Rd 使得

∆1 = r∆0 + y := {rx+ y | x ∈ ∆0}.

那么 ρ(∆0,∆1) = 1. 事实上, 若 Z 为在 ∆0 中均匀分布的随机变量, 那么

rZ + y 是在 ∆1 中均匀分布的随机变量, 并且 Z +(rZ + y) 是在 ∆0 +∆1 =

(r + 1)∆0 + y 中均匀分布的随机变量. 从⽽函数 ρ 在 (Z, rZ + y) 的联合分

布上取到最⼩值 1. 特别地, 如果 d = 1, 那么对任意 Conv(d) 中的凸体 ∆0

和 ∆1 有 ρ(∆0,∆1) = 1.
48也就是说, 使得对任意连续函数 f : ∆1 × ∆2 → R 来说映射

(ν ∈ P(∆0 × ∆1)) 7−→
∫
∆1×∆2

f(x, y) ν(dx, dy)

都连续的最粗的拓扑.
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8.1.2 平均值估计

设 ∆0 和 ∆1 为 Conv(d) 中的两个元素, G0 : ∆0 → R, G1 : ∆1 → R 和

G : ∆0 +∆1 → [0,+∞[ 为有上界的 Borel 函数. 假设以下不等式成⽴

∀ (x, y) ∈ ∆0 ×∆1, G(x+ y) ⩾ G0(x) +G1(y).

如果 (Z0, Z1) 是取值在 ∆0 ×∆1 中的随机变量, 边缘分布是均匀分布, ν 是

其联合分布, 那么

E[G0(Z0) +G1(Z1)] ⩽ E[G(Z0 + Z1)] ⩽ ρ(ν)E[G(Z)],

其中 Z 是在 ∆0 +∆1 中均匀分布的随机变量. 对 ν 取下确界就得到下列不

等式∫
∆0+∆1

G(z) dz
vol(∆0 +∆1)

⩾ 1

ρ(∆0,∆1)

(∫
∆0
G0(x) dx

vol(∆0)
+

∫
∆1
G1(y) dy

vol(∆1)

)
. (8.1)

注 8.1.4. 假设 ∆0 和 ∆1 的耦合系数等于 1, 那么存在随机变量 Z0 和 Z1,
分别在 ∆0 和 ∆1 中均匀分布, 使得 Z0 + Z1 在 ∆0 +∆1 中均匀分布. 假设

G0, G1 和 G 分别是 ∆0, ∆1 和 ∆0 +∆1 上的实值 Borel 函数, 对 Lebesgue
测度可积, 并使得

∀ (x, y) ∈ ∆0 ×∆1, G(x+ y) ⩾ G0(x) +G1(y).

那么如下不等式成⽴

E[G(Z0 + Z1)] ⩾ E[G0(Z0)] + E[G1(Z1)].

⽤积分的形式可以将该不等式表⽰为:∫
∆0+∆1

G(z) dz
vol(∆0 +∆1)

⩾
∫
∆0
G0(x) dx

vol(∆0)
+

∫
∆1
G1(y) dy

vol(∆1)
. (8.2)

8.1.3 算术 Hodge 指标定理

本节中令 k 为数域. 设 X 为 Spec k 上⼏何整的射影曲线并且在 X 上

固定⼀个 Newton-Okounkov 凸体理论 (见定义 7.3.5). 如果 L 是 X 上的线

丛, 使得 deg(L) > 0, 那么 ∆(L) 是 R 中长度为 deg(L) 的闭区间. 由于 R 中

长度为正值的闭区间都是相似图形, 由例 8.1.3 知, 对任意 X 上两个线丛 L0

和 L1, 区间 ∆(L0) 和 ∆(L1) 的耦合系数等于 1. 这样, 结合极限公式 (7.7)、
均值不等式 (8.1) 和算术 Hilbert-Samuel 公式得到如下结果 (见 [34]).
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定理 8.1.5. 设 X 为 Spec k 上⼏何整的射影曲线. 设 L 和 M 为 X 上的丰

沛线丛, φ = (φv)v∈Sk 和 ψ = (ψv)v∈Sk 分别为 L 和 M 上受控制的度量族,
使得每个度量 φv 和 ψv 都是半正度量. 那么如下不等式成立:

2(L ·M) ⩾ deg(M)

deg(L) (L
2) +

deg(L)
deg(M)

(M2). (8.3)

证明: 将不等式 (8.2) ⽤于 (L,φ), (M,ψ) 和 (L⊗M,φ+ψ) 的完全算术分

次线性系的凹变换, 得到

((L⊗M)2)

deg(L⊗M)
⩾ (L2)

deg(L) +
(M2)

deg(M)
. (8.4)

由算术相交数的多重线性得到

((L⊗M)2) = (L2) + 2(L ·M) + (M
2
).

另外又有 deg(L⊗M) = deg(L)+deg(M). 不等式 (8.4) 两边乘以 deg(L)+
deg(M), 消项以后就得到 (8.3).

注 8.1.6. 假设 L 和 M 的⾃相交数都是⾮负的, 那么由算术–⼏何平均值不

等式得到

(L ·M) ⩾
√
(L2) · (M2).

这个结果称为算术 Hodge 指标定理, 最早是 Faltings [48] 和 Hriljac [70] 分

别证明的.

8.2 测度传输和相对 Brunn-Minkowski 不等式

上节中介绍的不等式 (8.1) 适⽤于⼀般维数的凸体, 所以也适⽤于⾼维

算术射影簇上带度量族的线丛. 然⽽⽬前对于⼀般的凸体尚没有很好的耦合

系数上界估计. 根据例 8.1.3 不难猜想在强耦合的情形下耦合系数会更接近

于 1. ⼀种强耦合的情形是通过测度传输映射来进⾏关联. 设 ∆0 和 ∆1 为

Rd 中两个内部⾮空的紧凸集, 其中 d 是正整数. 所谓从 ∆0 到 ∆1 的均匀分

布传输映射, 是指从 ∆0 到 ∆1 的同胚 f : ∆0 → ∆1, 使得 ∆0 上的均匀分布

在 f 下的像是 ∆1 上的均匀分布. 当 f 限制在 ∆0 的内部是微分同胚时, 测
度传输的条件相当于是要求 f 的 Jacobi ⾏列式的绝对值是常值函数. 假设

X 是在 ∆0 中均匀分布的随机变量, 那么 f(X) 则是在 ∆1 中均匀分布的随
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机变量. ⽤ νf 表⽰随机向量 (X, f(X)) 的联合分布, 那么相对于所有的均

匀分布传输映射 f 求 ρ(νf ) 的最⼩值就是⼀个最优传输问题. 虽然这个最优

传输问题⽬前还没有得到解决, 但是我们⽤⽆穷⼩分析证明了不等式 (8.1)
的⼀个⾮对称版本. 证明的关键部分参考了 Knothe [78] 和 Brenier [26, 27]
的⼯作.

8.3 测度传输与相对等周不等式

Knothe 函数是⼀个测度传输映射. 它可以写成

f(x1, . . . , xd) = (f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fd(x1, . . . , xd))

的形式, 其中 fk 是从 Rk 到 R 的映射, 使得对任意固定的 (x1, . . . , xk−1) 来

说函数

(xk ∈ R) −→ fk(x1, . . . , xk−1, xk)

是单调上升函数, 并且在使得 (x1, . . . , xk−1, xk) ∈ ∆0 的 xk 值的区间之中

该函数是严格单调上升函数. 这样 f 在 ∆0 内部的每个点的 Jacobi 矩阵都

是对⾓线元素为正的上三⾓矩阵.

定理 8.3.1. 设 ∆0 和 ∆1 为 Rd 中两个内部非空的紧凸集, 设 G0 和 G1 分

别为 ∆0 和 ∆1 上的 Lebesgue 可积函数. 对任意 ε ∈ [0, 1], 用 Sε 表示加权

Minkowski 和

∆0 + ε∆1 = {x+ εy | (x, y) ∈ ∆0 ×∆1},

并令 Hε : Sε → R⩾0 为正值 Borel 函数. 假设对任意 (x, y) ∈ ∆0 ×∆1 有

Hε(x+ εy) ⩾ G0(x) + εG1(y), (8.5)

那么以下不等式成立

lim inf
ε→0+

1

ε

(∫
Sε

Hε(z) dz −
∫
∆0

G0(x) dx
)

⩾ d
(vol(∆1)

vol(∆0)

)1/d ∫
∆0

G0(x) dx+
vol(∆0)

vol(∆1)

∫
∆1

G1(y) dy.
(8.6)

证明: 令 f : ∆0 → ∆1 为 Knothe 映射. 对任意 ε ∈ [0, 1], 令 Fε : ∆0 → Sε

为将 x ∈ ∆0 映为 x+ εf(x) 的映射. 由上述 f 的单调性质得到 Fε 是单射,
所以 ∫

Sε

Hε(z) dz ⩾
∫
∆◦

0

Hε(x+ εf(x))| det(Id + εDxf)| dx, (8.7)
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其中 Id 表⽰ d 阶单位矩阵. 由于 Dxf 是对⾓线上元素⾮负的上三⾓矩阵,
并且

det(Dxf) =
vol(∆1)

vol(∆0)
,

知

det(Id + εDxf) ⩾
(
1 + ε

(vol(∆1)

vol(∆0)

)1/d)d
. (8.8)

结合不等式 (8.5)、(8.8) 和 (8.7) 就得到 (8.6), 细节见 [36, 第 663 页].

8.3.1 算术相对等周不等式

不等式 (8.6) 可以看作是等周不等式的⼀个⾃然的推⼴. 若分别取 G0

和 G1 为 ∆0 和 ∆1 上取常值 1 的函数, Hε 为 Sε 上取常值 1+ ε 的函数, 那
么 (8.6) 式左边的下极限等于

d vold−1,1(∆0,∆1) + vol(∆0),

其中 vold−1,1(∆0,∆1) 是 ∆0 和 ∆1 以 (d− 1, 1) 为指标的混合体积. 这样利

⽤算术–⼏何平均值不等式从 (8.6) 推出凸⼏何中的等周不等式

vold−1,1(∆0,∆1) ⩾ vol(∆0)
(d−1)/d · vol(∆1)

1/d.

等周不等式和 Brunn-Minkowski 不等式是等价的. 事实上, 它可以看成是

Brunn-Minkowski 不等式的⽆穷⼩化 (infinitesimal) 版本. 感兴趣的读者可

以参考 Gardner [56] 的综述.
与定理 8.1.5 类似, 结合相对等周不等式 (8.6) 和极限定理 7.4.2 得到如

下结论, 证明细节见 [36, §3.2].

定理 8.3.2. 设 k 为数域, X 为 SpecK 上⼏何整的 d 维射影概形, L0 和 L1

为 X 上带有由半正度量组成的受控制度量族的丰沛线丛. 假设它们的度量
族中的度量都是半正的, 并且 L0 是算术丰沛的, 那么如下不等式成立

(d+ 1)(Ld0 · L1) ⩾ d
((Ld1)
(Ld0)

)1/d
(L0

d+1) +
((Ld0)
(Ld1)

)
· (L1

d+1). (8.9)

利⽤从等周不等式推出 Brunn-Minkowski 不等式的⽅法, 从上述定理

可以推出如下相对算术 Brunn-Minkowski 不等式.
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定理 8.3.3. 设 k为数域,X 为 Spec k上⼏何整的 d维射影概形,M1, . . . ,Mn

为 X 上带有由半正度量组成的受控制度量族的丰沛线丛. 假设 M =

M1 ⊗ · · · ⊗Mn 是算术丰沛的, 那么如下不等式成立

(Md+1)

(Md)
⩾ 1

φ(M1, . . . ,Mn)

n∑
i=1

(Md+1
i )

(Md
i )

, (8.10)

其中

φ(M1, . . . ,Mn) = d+ 1− d
(Md

1 )
1/d + · · ·+ (Md

n)
1/d

(Md)1/d
⩽ d+ 1. (8.11)

证明: 在 (8.9) 中取 L0 = M 及 L1 = M i 并对 i ∈ {1, . . . , n} 求和即得

到 (8.10).

注 8.3.4. 考虑 n = 2 的情形, 如果直接应⽤ (8.1) 的话, 可以得到与 (8.10)
类似的⼀个不等式, 其中系数 φ(M1,M2)

−1 应换成 ρ(∆(M1),∆(M2))
−1.

与 (8.11) 相⽐较, 我们⽤⼀个问题来结束讲义: 给定 Rd 中两个内部⾮空的

紧凸集 ∆0 和 ∆1, 不等式 ρ(∆0,∆1) ⩽ d+ 1 是否总是成⽴?

A 附录

A.1 Caylay-Hamilton 定理

引理 A.1.1. 设 A 为交换⼳环, M 为有限⽣成 A-模. 假设 (xi)
n
i=1 是 M 的

⼀族⽣成元, 其中 n ∈ N, n ⩾ 1. 若

P =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

... . . . ...
an,1 an,2 · · · an,n


是 A-系数 n× n 矩阵, 使得

∀ i ∈ {1, . . . , n},
n∑
j=1

ai,jxj = 0.

那么对任意 x ∈M 有 det(P )x = 0.
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证明: 令 P ′ 为矩阵 P 的伴随矩阵, 依定义有

P ′P = det(P )In,

其中 In 是 n 阶单位矩阵. 从⽽

det(P )


x1
...
xn

 = P ′P


x1
...
xn

 =


0
...
0

 .

由于 M 中的每个元素都可以写成 x1, . . . , xn 的 A-系数线性组合, 命题成

⽴.

定理 A.1.2 (Cayley-Hamilton). 设 A 为交换⼳环, a 为 A 的理想, M 为

A-模, n ∈ N, n ⩾ 1, φ : M → M 为 M 的 A-模自同态, 使得 φ(M) ⊂ aM .
假设 M 由 n 个元素⽣成. 那么存在 (a1, . . . , an) ∈ a1 × a2 × · · · × an 使得

对任意 x ∈M 下列等式成立

φn(x) + a1φ
n−1(x) + · · ·+ anx = 0,

其中对任意 k ∈ {1, . . . , n}, ak 表示由

{λ1 · · ·λk | ∀ i ∈ {1, . . . , k}, λi ∈ a}

⽣成的 A 的理想.

证明: 令 A[T ] 为 A 系数⼀元多项式环. 我们赋 M 以如下的 A[T ]-模结构.
对任意

F = λ0 + λ1T + · · ·+ λdT
d ∈ A[T ]

及任意 x ∈M , 令

Fx := λ0x+ λ1φ(x) + · · ·+ λdφ
d(x).

设 (xi)
n
i=1 为 M 作为 A-模的⼀族⽣成元. 由于 φ(M) ⊂ aM , 存在某 a-系

数 n× n 矩阵 P , 使得 
φ(x1)

...
φ(xn)

 = P


x1
...
xn

 .
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考虑 A[T ]-系数 n× n 矩阵 TIn − P . 按定义有

(TIn − P )


x1
...
xn

 =


0
...
0


令

F = Tn + a1T
n−1 + · · ·+ an ∈ A[T ]

为矩阵 TIn − P 的⾏列式. 由⾏列式的定义, 知对任意 k ∈ {1, . . . , n} 有

ak ∈ ak. 另外, 由引理 A.1.1 知对任意 x ∈M 有 Fx = 0, 亦即

φn(x) + a1φ
n−1(x) + · · ·+ anx = 0.

推论 A.1.3 (Nakayama 引理). 设 A 为交换⼳环, a 为 A 的理想, M 为有限
⽣成 A-模. 如果 aM =M , 那么存在 a ∈ a 使得对任意 x ∈M 有 ax = x.

证明: 将定理 A.1.2 应⽤于 φ = IdM 的情形, 知存在⾃然数 n 以及

(a1, . . . , an) ∈ a1 × · · · × an

使得对任意 x ∈M 有 (1 + a1 + · · ·+ an)x = 0. 取 a = −(a1 + · · ·+ an) 即

可.

A.2 整元

定义 A.2.1. 设 A 为交换⼳环. 所谓 (交换的)A-代数, 是指从 A 到某交换

⼳环的⼳环同态. 设 f : A → B 为 A-代数, 在对于⼳环同态 f 没有歧义

的情形下也可以简单地说 B 是 A-代数. B 的包含 f(A) 的⼦环称作 B 的

子 A-代数. 若 f : A → B 和 g : A → C 是两个 A-代数, 所谓从 B 到 C

的 A-代数同态, 是指满⾜ h ◦ f = g 的交换⼳环同态 h : B → C. 我们⽤

HomA-alg(B,C) 来表⽰所有从 B 到 C 的 A-代数同态构成的集合.

定义 A.2.2. 设 f : A → B 为交换⼳环的同态. 如果 b = (bi)
n
i=1 为 B 的⼀

族元素, ⽤
fb : A[T1, . . . , Tn] −→ B



A 附录 173

表⽰从 n 元多项式代数 A[T1, . . . , Tn] 到 B 的 A-代数同态, 将多项式

P =
∑

(δ1,...,δn)∈Nn
λδ1,...,δnT

δ1
1 · · ·T δnn

映为

P (b1, . . . , bn) :=
∑

(δ1,...,δn)∈Nn
f(λδ1,...λn)b

δ1
1 · · · bδnn .

同态 fb 的像是 B 的⼦ A-代数, 记作 A[b1, . . . , bn]. 倘若存在 B 中有限多个

元素 (bi)
n
i=1, 使得 A[b1, . . . , bn] = B, 则说 B 是有限生成 A-代数.

定义 A.2.3. 设 f : A → B 为交换⼳环的同态. 任意 B-模 M 上⾃然地具

有如下的 A-模结构

A×M −→M, (a, x) 7−→ f(a)x.

有时也将 f(a)x 简记为 ax. 如果 B 作为 A-模是有限⽣成的, 那么说 B

是 有限 A-代数. 注意到 B 作为 A-模的⼀族⽣成元也是其作为 A-代数的

⼀族⽣成元. 特别地, 有限 A-代数⼀定是有限⽣成 A-代数. 然⽽有限⽣成

A-代数却未必是有限 A-代数. ⽐如当 A 不是零环的时候多项式代数 A[T ]

就不是有限 A-代数.

注 A.2.4. 设 f : A→ B 为有限 A-代数, (bi)ni=1 (n ∈ N) 为 B 作为 A-模的

⼀组⽣成元. 如果 M 是有限⽣成 B-模, (xj)mj=1 (m ∈ N) 是 M 作为 B-模
的⼀组⽣成元, 那么

(bixj)(i,j)∈{1,...,n}×{1,...,m}

是 M 作为 A-模的⼀组⽣成元. 从⽽ M 是有限⽣成 A-模. 特别地, 如果

g : B → C 是有限 B-代数, 那么 g ◦ f : A→ C 是有限 A-代数.

定义 A.2.5. 设 f : A→ B 为交换⼳环的同态, b 为 B 中的元素. 如果存在

(a1, . . . , an) ∈ An 使得

bn − f(a1)b
n−1 − . . .− f(an) = 0,

亦即 b 是 A[T ] 中某个⾸⼀多项式的根, 则说 b 是 A 上的整元.

命题 A.2.6. 设 f : A→ B 为交换⼳环同态, b ∈ B. 以下条件等价.

(1) b 是 A 上的整元,
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(2) A[b] 是有限 A-代数,

(3) 存在 B 的包含 b 的有限⼦ A-代数,

(4) 存在某忠实49A[b]-模, 作为 A-模是有限⽣成的.

证明: (1) =⇒ (2): 若存在 (a1, . . . , an) ∈ An 使得

bn − f(a1)b
n−1 − · · · − f(an) = 0.

由多项式除法知道 A[b] 作为 A-模可以由 1, b, . . . , bn−1 ⽣成, 所以是有限⽣

成 A-模.
(2) =⇒ (3) 显然.
(3) =⇒ (4): 若 B0 是 B 的包含 b 的⼦ A-代数, 那么 A[b] ⊂ B0, 从⽽

B0 作为 A[b]-模是忠实的.
(4) =⇒ (1): 设 M 为忠实 A[b]-模, (xi)ni=1 为 M 作为 A-模的⼀族⽣成

元, 其中 n ∈ N, n ⩾ 1. 对任意 i ∈ {1, . . . , n}, 存在 (λi,j)
n
j=1 ∈ An 使得

bxi =
n∑
j=1

f(λi,j)xj .

令 D 为矩阵

bIn − (f(λi,j))(i,j)∈{1,...,n}×{1,...,n}

的⾏列式. 由引理 A.1.1 知对任意 x ∈M 有 Dx = 0. ⽽ M 是忠实 A[b]-模,
所以 D = 0. ⾏列式 D 可以写成 F (b) 的形式, 其中 F 是 A[T ] 中的⾸⼀ n

次多项式, 所以 b 是 A 上的整元.

推论 A.2.7. 设 f : A→ B 为交换⼳环同态.

(1) 若 (bi)
n
i=1 是 B 中⼀族元素, 其中每个 bi 都是 A 上的整元. 那么

A[b1, . . . , bn] 是有限 A-代数.

(2) B 中 A 上的整元组成 B 的⼦ A-代数.

(3) 假设 B 中的每个元素都是 A 上的整元. 若 g : B → C 是交换⼳环的

同态且 c ∈ C 是 B 上的整元, 那么 c 也是 A 上的整元.
49设 R 为交换⼳环, M 为 R-模. 如果对任意 r ∈ R \ {0}, R-模同态 M → M , x 7→ rx 不是零同态,

则说 M 是忠实 R-模. 特别地, 如果存在从 R 到 M 的 R-模单同态, 那么 M 是忠实 R-模.
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证明: (1) 对 n ⽤归纳法. n = 1 的情形来⾃命题 A.2.6. 以下假设

n ⩾ 1 且 A[b1, . . . , bn−1] 是有限 A-代数. 由于 bn 是 A 上的整元, 它也

是 A[b1, . . . , bn−1] 上的整元. 所以

A[b1, . . . , bn−1][bn] = A[b1, . . . , bn]

是有限⽣成 A[b1, . . . , bn−1]-模. 由注 A.2.4 知 A[b1, . . . , bn] 是有限⽣成 A-模.
(2) 设 x 和 y 为 B 中两个 A 上的整元. 由 (1) 知 A[x, y] 是有限 A-代

数. 由命题 A.2.6 知 A[x, y] 中所有的元素都是 A 上的整元. 特别地, x+ y,
xy 都是 A 上的整元; 对任意 a ∈ A, f(a)x 是 A 上的整元. 所以 B 中 A 上

的整元构成 B 的⼦ A-代数.
(3) 设 (b1, . . . , bn) ∈ Bn 使得

cn + g(b1)c
n−1 + · · ·+ g(bn) = 0.

那么 c 是 A[b1, . . . , bn] 上的整元. 所以

A[b1, . . . , bn][c] = A[g(b1), . . . , g(bn), c]

是有限 A[b1, . . . , bn]-代数. 由 (1) 知 A[b1, . . . , bn] 是有限 A-代数. 由注 A.2.4
知 A[g(b1), . . . , g(bn), c] 是有限 A-代数. 所以 c 是 A 上的整元.

定义 A.2.8. 设 f : A → B 为交换⼳环的同态. B 中所有 A 上的整元组成

的⼦环称为 A 在 B 中的整闭包. 如果 B 中所有的元素都是 A 上的整元,
则说 B 是整闭的 A-代数.

若 A 是整环, 所谓 A 的整闭包, 是指 A 在其分式域中的整闭包. 如果

A 等于⾃⾝的整闭包, 则说 A 是整闭整环.

引理 A.2.9. 设 f : A→ B 为交换⼳环同态, B0 为 A 在 B 中的整闭包. 如
果 P 和 Q 是 B[T ] 中两个首⼀多项式, 使得 PQ ∈ B0[T ]. 那么 P 和 Q 都

属于 B0[T ].

证明: 对 n = deg(P ) 归纳. 当 n = 0 时 P (T ) = 1, 所以命题是显然的. 当

n = 1 时 P 形如 T + b, 其中 b ∈ B. 假设

Q(T ) = T d + a1T
d−1 + · · ·+ ad.

这样

P (T )Q(T ) = T d+1+(a1+ b)T
d+(a2+ ba1)T

d−1+ · · ·+(ad+ bad−1)T +adb,
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所以

{a1 + b, a2 + ba1, . . . , ad + bad−1, adb} ⊂ B0. (A.1)

由于 −b 是 PQ 的根, 知 −b 是 B0 上的整元. 由推论 A.2.7 知 −b 也是 A

上的整元, 也就是说 −b ∈ B0. ⽤归纳法从 (A.1) 可推出 {a1, . . . , ad} ⊂ B0.
以下假设 n ⩾ 2 且当 P 的度数⼩于 n 时命题成⽴. 令 B′ 为⼀元多项

式环 B[X] 模去 P (X) ⽣成的主理想⽽得到的商环并将 B 视为 B′ 的⼦环.
令 r 为单项式 X 在 B′ 中的剩余类. 那么存在 P1 ∈ B′[T ] 使得

P (T ) = (T − r)P1(T ).

令 Q1(T ) = (T − r)Q(T ) ∈ B′[T ]. 依定义有 PQ = P1Q1. 由归纳假设知 P1

和 Q1 中的元素都是 A 上的整元. 再对

Q1(T ) = (T − r)Q(T ) ∈ B′[T ]

应⽤归纳假设知 r 和 Q 的系数都是 A 上的整元. 由于

P (T ) = (T − r)P1(T ),

由推论 A.2.7 知 P 的系数都是 A 上的整元.

定义 A.2.10. 设 K 为域, L 为 K-代数. 对任意 α ∈ L, 如果 α 是 K 上的

整元, 那么从多项式代数 K[T ] 到 L 将 P ∈ K[T ] 映为 P (α) 的 K-代数同

态不是单同态. ⽤ PK,α 表⽰⽣成主理想 Ker(P 7→ P (α)) 的唯⼀的⾸⼀多

项式, 称为 α 在 K 上的的极小多项式.

命题 A.2.11. 设 A 为整闭整环, K 为 A 的分式域, L/K 为域扩张, 且 B 为

A 在 L 中的整闭包. 对任意 x ∈ B, x 在 K 上的极小多项式属于 A[T ].

证明: 设 R ∈ A[T ] 为某使得 R(x) = 0 的⾸⼀多项式. 那么存在 Qx ∈
K[T ] 使得 R = PxQx, 其中 Px 是 x 在 K 上的极⼩多项式. 由引理 A.2.9
知 Px ∈ A[T ].

A.3 域的代数扩张

定义 A.3.1. 设 K 为域. 所谓 K 的扩张, 是指从 K 到某个域 L 的交换⼳

环同态 f : K → L. 注意到这个同态⼀定是单同态50, 从⽽在不引起歧义的

50按定义, 所有 K 中的⾮零元对于乘法运算可逆, 从⽽其在 L 中的像对于乘法运算也可逆. 特别地, 域

之间的交换⼳环同态是同构当且仅当它是满射.
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情形下也可将 K 视为 L 的⼦环, 此时也可将该域扩张记作 L/K 并简单地

说 L 是 K 的扩张. 另外, 运算

K × L −→ L, (a, s) 7−→ f(a)s

赋予 L ⼀个 K-线性空间结构. ⽤ [L : K] 来表⽰ L 作为 K-线性空间的维

数. 域 L 中在 K 上的整元也称为 K 上的代数元. 如果 [L : K] 有限, 则说

扩张 f : K → L 是有限扩张. 如果 L 作为 K-代数是整代数, 则说扩张 L/K

是代数扩张. 命题 A.2.6 说明了有限扩张⼀定是代数扩张.

命题 A.3.2. 设 K 为域, f : K → L 为 K-代数. 假设 L 是整环且所有 L 中

的元素都是 K 上的整元, 那么 L 是域, 也就是说 L 是 K 的代数扩张.

证明: 设 b 为 L 中的⾮零元素. 由于 b 是 K 上的整元, 由命题 A.2.6 知

K[b] 是有限维 K-线性空间. ⽽ L 又是整环, K-线性映射 K[b] → K[b],
s 7→ bs 是单射, 从⽽是 K-线性同构. 这说明了存在 s ∈ K[b] 使得 bs = 1,
也就是说 b 是 L 中的乘法可逆元.

定义 A.3.3. 设 L/K 为域扩张. 若 x 为 L 的元素, ⽤ K(x) 表⽰ L 的包含

K[x] 的最⼩的⼦域. 由命题 A.3.2 知, 如果 x 是 K 上的整元, 那么 K[x] 是

⼀个域, 从⽽ K[x] = K(x).

命题 A.3.4. 设 L/K 为域扩张. 如果 f 是代数扩张, 那么任意 K-代数同态
g : L→ L 都是同构.

证明: ⾸先域之间的⼳环同态都是单同态, 所以只要证明 g 是满射. 设 α

为 L 中的元素,
Pα(T ) = T d + a1T

d−1 + · · ·+ ad

为 α 在 K 上的极⼩多项式. 令 S(Pα) 为 Pα 在 L 中的根组成的集合.
S(Pα) 是有限集, 其基数不超过 deg(Pα). 另外, 由于 g 是 K-代数同态, 对

任意 x ∈ S(Pα), 有

Pα(g(x)) = g(x)d + a1g(x)
d−1 + · · ·+ ad = g(Pα(x)) = g(0) = 0,

从⽽ g(S(Pα)) ⊂ S(Pα). ⽽ g 又是单射, 知 g 是⼀⼀对应. 这说明了

α ∈ g(S(Pα)) ⊂ g(L). 这样便证明了 g 是满射.

记号 A.3.5. 设 L/K 为域扩张. ⽤ AutK-alg(L) 来表⽰ L 的 K-代数⾃同构

群. 命题 A.3.4 说明了, 当 L/K 是代数扩张时 AutK-alg(L) = HomK-alg(L,L).
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定义 A.3.6. 设 K 为域. 所谓 K 的代数闭包, 是指 K 的⼀个代数扩张 Kac,
满⾜以下半泛性质 (versal property)51: 对任意 K 的代数扩张 L, ⾄少存在

⼀个从 L 到 Kac 的 K-代数同态, 也就是说集合 HomK-alg(L,K
ac) ⾮空. 如

果 K 是⾃⾝的代数闭包, 那么说 K 是代数闭域.

注 A.3.7. 代数闭包在差⼀个 K-代数同构的意义下是唯⼀的. 事实上, 如

果 Ω1 和 Ω2 是 K 的两个代数闭包, 由半泛性质知道存在 K-代数同态

g1 : Ω1 → Ω2 和 g2 : Ω2 → Ω1. 由命题 A.3.4 知 g1 ◦ g2 和 g2 ◦ g1 分别是 Ω2

和 Ω1 的 K-代数⾃同构. 从⽽ g1 和 g2 是 K-代数同构. 注意到上述推理过

程实际上证明了从 Ω1 到 Ω2 的任意 K-代数同态都是同构.

命题 A.3.8. 设 Ω 为域. 以下条件等价.

(1) Ω 是代数闭域;

(2) 对任意域扩张 f : Ω → Ω′, f(Ω) 是 Ω 在 Ω′ 中的整闭包;

(3) 任意代数扩张 Ω → Ω′ 都是域同构;

(4) 任意 Ω[T ] 中的次数 ⩾ 1 的多项式在 Ω 中⾄少有⼀个根;

(5) Ω[T ] 中任意次数 ⩾ 1 的多项式可以分解成线性多项式的乘积.

证明: “(1) =⇒ (2)” 设 x 为 Ω′ 中 Ω 上的整元, 那么 Ω(x) 是 Ω 的有限扩

张. 由代数闭包的半泛性质知存在从域 Ω(x) 到 Ω 的 Ω-代数同态. 这个同

态作为 Ω-线性映射是单射, 从⽽只能是同构 (这是由于 Ω(x) 是⾮零 Ω-线性

空间). 这说明了 Ω(x) = f(Ω). 特别地, x ∈ f(Ω).
“(2) =⇒ (3)”: 设 f : Ω → Ω′ 为代数扩张. 由 (2) 知 f 是满射. ⽽域之

间的同态都是单射, 故 f 是同构.
“(3) =⇒ (4)”: 只须证明 Ω[T ] 中的不可约多项式都是⼀次多项式. 设 P

为 Ω[T ] 中的不可约多项式. 那么商环 Ω[T ]/(P ) 是域, 并且是 Ω 的有限扩

张, 其作为 Ω-线性空间的维数等于多项式 P 的次数. 故由条件 (3) 知 P 的

次数为 1.
“(4) =⇒ (5)” 由欧⼏⾥得除法对多项式的次数归纳可得.
“(5) =⇒ (1)”: 设 f : Ω → L 为 Ω 的代数扩张. 由于 L 中的元素都是

Ω[T ] 中某多项式的根, 由条件 (5) 知 L = f(Ω). 这样便知 f 是域同构, 从⽽

f−1 ∈ HomΩ-alg(L,Ω).
51通常范畴论中的泛性质 (universal property) 还要求唯⼀性.
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命题 A.3.9. 设 f : K → Ω 为域扩张.

(1) 如果 Ω是代数闭域,那么对任意K 的代数扩张 L,集合 HomK-alg(L,Ω)

非空.

(2) 假设 f : K → Ω 是代数扩张. 那么 Ω 是 K 的代数闭包当且仅当 Ω 是

代数闭域.

证明: (1) 设 u : K → L 为代数扩张. 令 Θ 为所有形如 (M,φ) 的对组成的

集合, 其中 M 是 L 的包含 u(K) 的⼦域, φ ∈ HomK-alg(M,Ω). 在 Θ 上定

义序关系 ≺ 如下

(M ′, φ′) ≺ (M,φ) 当且仅当 M ′ ⊂M 且 φ|M ′ = φ′.

由于 (u(K), u(x) 7→ f(x)) ∈ Θ, 知集合 Θ ⾮空. 另外, Θ 的任意全序⼦

集 Θ0 都有上界52. 由 Zorn 引理知道 Θ 具有某极⼤元 (M0, φ0). 倘若存在

x ∈ L \M0, 那么 M0(x) ∼= M0[T ]/(PM0,x) 是严格包含 M0 的 L 的⼦域,
其中 PM0,x 是 x 在 M0 上的极⼩多项式. 另外, 由于 Ω 是代数闭域, 由命

题 A.3.8 知存在 α ∈ Ω 使得 PM0,x(α) = 0. 从⽽

M0[T ] −→ Ω, P 7−→ P (α)

诱导了 M0-代数同态 φ̃ : M0(x) → Ω. 这说明了 (M0(x), φ̃0) ∈ Θ 并且

(M0, φ0) ≺ (M0(x), φ̃0). 这与 (M0, φ0) 的极⼤性⽭盾. 所以 M0 = L 且

φ0 ∈ HomK-alg(L,Ω).
(2) 假设 Ω 是 K 的代数闭包. 设 g : Ω → Ω′ 为 Ω 的代数扩张. 对任意

K 的代数扩张 L/K, 存在 h ∈ HomK-alg(L,Ω). 这样 g◦h ∈ HomK-alg(L,Ω
′),

这说明 HomK-alg(L,Ω
′) ⾮空. 所以 Ω′ 也是 K 的代数闭包, 从⽽ g 是同构

(见注 A.3.7). 由命题 A.3.8 知 Ω 是代数闭域.
反过来, 若 Ω 是代数闭域, 由 (1) 知扩张 K → Ω 满⾜定义 A.3.6 中的

半泛性质, 所以是 K 的代数闭包.

推论 A.3.10. 设 K 为域, f : K → Ω 为 K 的代数闭包. 若 L1 和 L2 是

Ω 的包含 f(K) 的⼦域, 那么任意 K-代数同态 L1 → L2 可以延拓为 Ω 的

K-代数自同构.
52可以取⼦域

∪
(M,φ)∈Θ0

M 并考虑延拓所有 φ : M → Ω, (M,φ) ∈ Θ0 的唯⼀的 K-代数同态.
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证明: 只需要考虑 L2 = Ω 的情形. 设 g : L1 → Ω 为 K-代数同态. 由于 f

是代数扩张, 知 g 也是代数扩张. 令 i : L1 → Ω 为包含映射. 由命题 A.3.9
知 Ω 是代数闭域, 进⽽知 i : L1 → Ω 是 L1 的代数闭包, 从⽽存在⾃同态

φ : Ω → Ω 使得如下图表交换

Ω

φ

��
L1

g 66mmmmmmmm

i ((QQ
QQQ

QQQ

Ω

由于 g 是 K-代数同态, 知 φ 亦然. 又由命题 A.3.4 知 φ 是 K-代数⾃同构.
从⽽ φ−1 : Ω → Ω 是延拓 g 的 K-代数⾃同构.

推论 A.3.11. 设 Ω′/K 为域扩张并令 Ω 为 K 在 Ω′ 中的整闭包. 假设 Ω′

是代数闭域. 那么 Ω 是 K 的代数闭包.

证明: 由命题 A.3.2 知 Ω 是域 K 的代数扩张. 若 L/K 是代数扩张, 由命

题 A.3.9 (1) 知存在 K-代数同态 f : L → Ω′. 由于 f(L) 中的元素都是 K

上的整元, 知 f(L) ⊂ Ω, 从⽽ f 其实上是 HomK-alg(L,Ω) 中的元素. 这说明

HomK-alg(L,Ω) ⾮空. 从⽽ Ω 是 K 的代数闭包.

推论 A.3.12. 设 L/K 为域的代数扩张, Ω 为 K 的代数闭包. 那么 K-代数
自同构群 AutK-alg(Ω) 如下左作用在 HomK-alg(L,Ω) 之上 :

AutK-alg(Ω)×HomK-alg(L,Ω) −→ HomK-alg(L,Ω), (σ, τ) 7−→ σ ◦ τ.

这个群作用满⾜传递性, 也就是说对任意 HomK-alg(L,Ω) 中的两个元素 τ0

和 τ , 均存在 σ ∈ AutK-alg(Ω) 使得 τ = σ ◦ τ0.

证明: 任取 L 到 Ω 的 K-代数同态后可将 L 视为 Ω 的包含 K 的⼦域. 由

推论 A.3.10 知可将 τ0 和 τ 分别延拓成 Ω 的 K-代数⾃同构 τ̃0 和 τ̃ . 令

σ = τ̃ ◦ τ̃−1
0 . 那么对任意 x ∈ L 有

σ(τ0(x)) = τ̃(τ̃−1
0 (τ0(x))) = τ̃(x) = τ(x).
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A.4 域上的可分有限代数

命题 A.4.1. 设 K 为域, L 为有限 K-代数 (见定义 A.2.3). 令 K ′/K 为域

扩张并令 HomK(L,K
′) 为从 L 到 K ′ 的所有 K-线性映射构成的 K ′-线性

空间. 那么 HomK-alg(L,K
′) 是 HomK(L,K

′) 中的 K ′-线性⽆关组.

证明: 设 f1, . . . , fn 为 HomK-alg(L,K
′) 中两两不同的元素. 将对 n 归纳来

证明 f1, . . . , fn 在 K ′ 上线性⽆关. n = 0 的情形是显然的. 以下假设 n ⩾ 1

且 (λ1, . . . , λn) 是 (K ′)n 中的元素, 使得

∀x ∈ L, λ1f1(x) + · · ·+ λnfn(x) = 0.

设 y 为 L 中任⼀元素, 注意到对任意 x ∈ L 有

n−1∑
i=1

λi(fi(y)− fn(y))fi(x) =
n∑
i=1

λi(fi(y)− fn(y))fi(x)

=
n∑
i=1

λifi(xy)− fn(y)
n∑
i=1

λifi(x) = 0.

从⽽由归纳假设知

∀ i ∈ {1, . . . , n− 1}, ∀ y ∈ L, λi(fi(y)− fn(y)) = 0.

⽽ f1, . . . , fn 两两相异, 故 λ1 = · · · = λn−1 = 0. 从⽽ λn = λnfn(1) = 0.

定义 A.4.2. 设 K 为域, Ω 为 K 的代数闭包. 若 L 是有限 K-代数, ⽤

[L : K] 表⽰ L 作为 K-线性空间的维数. ⽤ [L : K]s 表⽰从 L 到 Ω 的 K-代
数同态的个数, 也就是说,

[L : K]s := Card(HomK-alg(L,Ω)).

注 A.4.3. 设 K 为域, L 为有限的交换 K-代数, Ω′/K 为域扩张, Ω 为 K

在 Ω′ 中的整闭包 (见定义 A.2.8). 假设 f : L → Ω′ 是 K-代数同态, 那么

f(L) 是有限维 K-线性空间. 由命题 A.2.6 知 f(L) 中的元素都是 K 上的整

元, 从⽽ f(L) ⊂ Ω. 这说明

HomK-alg(L,Ω
′) = HomK-alg(L,Ω).

当 Ω′ 是代数闭域时, Ω 是 K 的代数闭包 (见推论 A.3.11 ), 从⽽以下等式

成⽴

[L : K]s = Card(HomK-alg(L,Ω
′)). (A.2)



A 附录 182

命题 A.4.4. 设 K 为域, L 为有限 K-代数. 那么如下不等式成立:

[L : K]s ⩽ [L : K].

另外, 以下条件等价:

(1) [L : K]s = [L : K];

(2) 若 Ω/K 是域扩张, 其中 Ω 是代数闭域, 那么 HomK-alg(L,Ω) 构成

HomK(L,Ω) 的⼀组基;

(3) 若 Ω/K 是域扩张, 其中 Ω 是代数闭域, 那么 L ⊗K Ω 作为 Ω-代数同
构于 Ω[L:K];

(4) 存在某个域扩张 Ω/K, 使得 L⊗K Ω 作为 Ω-代数同构于 Ω[L:K].

证明: 设 Ω/K 为域扩张, 使得 Ω是代数闭域. 命题 A.4.1 说明了 HomK-alg(L,Ω)

是 HomK(L,Ω) 中的 Ω-线性⽆关组. 从⽽

[L : K]s = Card(HomK-alg(L,Ω)) ⩽ dimΩ(HomK(L,Ω)) = [L : K].

如果等号成⽴, 那么 HomK-alg(L,Ω) 构成 Ω-线性空间 HomK(L,Ω) 的⼀组

基, 这便证明了 (1) =⇒ (2).
“(2) =⇒ (3)” 假设 HomK-alg(L,Ω) = {f1, . . . , fn} 构成 Ω-线性空间

HomK(L,Ω) 的⼀组基. Ω-线性映射

HomK(L,Ω) −→ HomΩ(L⊗K Ω,Ω)

f 7−→ (x⊗ a 7→ af(x))

是⼀⼀对应, 其逆映射将 φ : L ⊗K Ω → Ω 映为 (x ∈ L) 7→ φ(x ⊗ 1). 所以

f1, . . . , fn 看作 HomΩ(L ⊗K Ω,Ω) 的元素后构成 L ⊗K Ω 作为 Ω-线性空间

的对偶空间的⼀组基. 从⽽ K-代数同态 f : L⊗K Ω −→ Ωn

f(x1 ⊗ λ1 + · · ·+ xr ⊗ λr) :=
r∑
i=1

λi(f1(xi), . . . , fn(xi))

是同构.
条件 (4) 是 (3) 的特例.
“(4) =⇒ (1)”: 若 Ω′ 是 Ω 的代数闭包, 那么 L⊗K Ω′ ∼= (L⊗K Ω)⊗K Ω′

作为 Ω-代数同构于 (Ω′)[L:K], 因此不妨假设 Ω 是代数闭域. 注意到 Ω[L:K]

到 Ω 的 [L : K] 个投影映射都是 K-代数同态. 这说明了 HomK-alg(L,Ω) 中

有 [L : K] 个两两不同的元素, 从⽽ [L : K]s = [L : K].
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定义 A.4.5. 设 K 为域, L 为有限 K-代数. 倘若 [L : K]s = [L : K], 就说

L 是可分K-代数. 特别地, 如果 L 是域 K 的有限扩张, 作为 K-代数是可分

代数, 则说 L 是 K 的可分扩张.

命题 A.4.6. 设 K 为域, L 为有限 K-代数. 若 K ′/K 是域扩张, 那么

[L : K]s = [L⊗K K ′ : K ′]s.

特别地, L 是可分 K-代数当且仅当 L⊗K K ′ 是可分 K ′-代数.

证明: 设 Ω′ 为 K ′ 的代数闭包. 依定义有

[L⊗K K ′ : K ′]s = Card(HomK′-alg(L⊗K K ′,Ω′)).

⽽映射
HomK-alg(L,Ω

′) −→ HomK′-alg(L⊗K K ′,Ω′)

f 7−→ (s⊗ λ 7→ λf(s))

是双射, 从⽽由公式 (A.2) 得到

[L⊗K K ′ : K ′]s = Card(HomK-alg(L,Ω
′)) = [L : K]s.

命题 A.4.7. 设 K ′/K 为域的有限扩张, L 为有限 K ′-代数. 那么 L 作为

K-代数是有限代数, 并且如下等式成立

[L : K] = [L : K ′][K ′ : K], (A.3)
[L : K]s = [L : K ′]s[K

′ : K]s. (A.4)

特别地, L 作为 K-代数是可分代数当且仅当 K ′/K 是可分扩张且 L 作为

K ′-代数是可分代数.

证明: 设 (bi)
n
i=1 为 K ′ 在 K 上的⼀组基, (sj)mj=1 为 L 在 K ′ 上的⼀组基.

那么

(bisj)(i,j)∈{1,...,n}×{1,...,m}

为 L 在 K 上的⼀组基. 从⽽ L 作为 K-线性空间是有限维的, 并且等

式 (A.3) 成⽴.
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设 Ω′ 为 K ′ 的代数闭包. 对任意 φ ∈ HomK-alg(K
′,Ω′), 选择⼀个延拓

φ 的 K-代数⾃同构 φ̃ : Ω′ → Ω′ (这样的⾃同构的存在性见推论 A.3.10). 注

意到映射

HomK-alg(K
′,Ω′)×HomK′-alg(L,Ω

′) −→ HomK-alg(L,Ω
′)

(φ,ψ) 7−→ φ̃−1 ◦ ψ

是双射, 其逆映射将 η ∈ HomK-alg(L,Ω
′) 映为

(η|K′ , η̃|K′ ◦ η).

从⽽等式 (A.4) 成⽴.

定义 A.4.8. 设 K 为域, L 为有限 K-代数. 对任意 α ∈ L,

(1) ⽤ ML/K,α 表⽰从 L 到⾃⾝将 s ∈ L 映为 αs 的 K-线性映射,

(2) ⽤ QL/K,α ∈ K[T ] 表⽰ ML/K,α 的特征多项式,

(3) ⽤ TrL/K(α) 表⽰ ML/K,α 的迹,

(4) ⽤ NL/K(α) 表⽰ ML/K,α 的⾏列式.

依定义, 多项式 QL/K,α ∈ K[T ] 形如

QL/K,α(T ) = T d − TrL/K(α)T d−1 + · · ·+ (−1)dNL/K(α),

其中 d = [L : K]. 另外, 若 α 和 β 是 L 中两个元素, 那么

ML/K,α+β =ML/K,α +ML/K,β, ML/K,αβ =ML/K,α ◦ML/K,β.

特别地, 如下等式成⽴

TrL/K(α+ β) = TrL/K(α) + TrL/K(β),
NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β).

命题 A.4.9. 设 L 为可分有限 K-代数, Ω 为包含 L 的代数闭域. 那么以下
命题成立.

(1) 对任意 α ∈ L, 多项式 QL/K,α 在 Ω[T ] 中可以分解成

QL/K,α(T ) =
∏

σ∈HomK-alg (L,Ω)

(T − σ(α)). (A.5)



A 附录 185

(2) 对任意 α ∈ L,

TrL/K(α) =
∑

σ∈HomK-alg(L,Ω)

σ(α), (A.6)

NL/K(α) =
∏

σ∈HomK-alg(L,Ω)

σ(α). (A.7)

(3) 设 A为 K 的⼦环, B 为 A在 L中的整闭包. 对任意 α ∈ B, TrL/K(α)
和 NL/K(α) 都是 A 上的整元. 特别地, 如果 A 在 K 中整闭, 那么
TrL/K(α) 和 NL/K(α) 属于 A.

证明: 设 HomK-alg(L,Ω) = {σ1, . . . , σd}. 由命题 A.4.4 及其证明知 K-代
数同态

φ : L⊗K Ω −→ Ωd, x⊗ λ 7→ (λσi(x))
d
i=1

是同构. 在这个同构下 ML/K,α 所诱导的 Ωd 的⾃同态将 (ω1, . . . , ωd) 映为

(σ1(α)ω1, · · ·σd(α)ωd), 其特征多项式为

d∏
i=1

(T − σi(α)).

由于该特征多项式与 ML/K,α 的特征多项式相同, 知 (1) 成⽴. (2) 是 (1) 的

直接推论.
(3) 由于 α 是 A 上的整元, 对任意 σ ∈ HomK-alg(L,Ω), σ(α) 是 A 上

的整元. 由 (A.5) 知 QL/K,α 的系数都是 A 上的整元, 从⽽ TrL/K(α) 和

NL/K(α) 都是 A 上的整元.

引理 A.4.10. 设 K 为域, L 为有限的交换 K-代数. 假设 L 是约化环53, 那
么存在 K 的有限扩张 K1, . . . ,Kn 使得 L 同构于 K1 × · · · ×Kn.

证明: 对 [L : K] 归纳. 当 [L : K] = 0 时命题显然成⽴. 当 [L : K] = 1 时

L 同构于 K, 命题成⽴. 另外, 如果 L 是⼀个域, 那么它是 K 的有限扩张,
从⽽命题也成⽴. 如果 L 不是⼀个域, 在 L 的⾮零理想中取⼀个作为 K-线
性空间维数最⼩的, 记作 a. 由于 L 不是域, 知 a ̸= L, 也就是说 1 ̸∈ a. 在 a

中任选⼀个⾮零元 x. 由于 x2 ̸= 0 且 x2 ⽣成的理想包含于 a, 知 a = x2L.
这说明了 a2 = a. 由推论 A.1.3 知存在 b ∈ a 使得

∀ y ∈ a, by = y.

53即 L 不含有⾮零的幂零元.



A 附录 186

特别地, b ̸∈ {0, 1} 且 b2 = b 令 L0 = L/bL, L1 = L/(1 − b)L, 并令

p0 : L → L0 和 p1 : L → L1 为投影同态. ⽤ φ : L → L0 × L1 表⽰将 s ∈ L

映为 (p0(s), p1(s)) 的 K-代数同态. 对任意 (s, t) ∈ L× L 有

p0(bt+ (1− b)s) = p0(s), p1(bt+ (1− b)s) = p1(t),

从⽽ φ 是满射. 另外, 若 u 是 bL∩(1−b)L 中的元素, 那么存在 (s, t) ∈ L×L
使得 u = bs = (1− b)t. 这样

bu = b(1− b)t = 0, (1− b)u = b(1− b)s = 0,

从⽽ u = bu+ (1− b)u = 0. 如此便知道 φ 是 K-代数同构. 由于 b ̸∈ {0, 1},
知

max{[L0 : K], [L1 : K]} < [L : K].

由归纳假设就得到要证的命题.

命题 A.4.11. 设 K 为域, L 为有限的交换 K-代数. 那么以下条件等价:

(1) L 是可分 K-代数;

(2) 对任意域扩张 K ′/K, L⊗K K ′ 是约化环;

(3) 若 Ω 是 K 的代数闭包, 那么 L⊗K Ω 是约化环;

(4) 对任意 α ∈ L, α 在 K 上的极小多项式 Pα 是可分多项式54;

(5) L 上的对称 K-双线性形式

L× L −→ K, (α, β) 7−→ TrL/K(αβ) (A.8)

是非退化55的双线性形式.

证明: “(1) =⇒ (2)”: ⾸先证明 L 是约化环. 假设 L 具有⾮零的幂零元 α.
设 Ω 为 K 的代数闭包. 那么⾄少存在⼀个 K-线性映射 f : L → Ω 使得

f(α) ⾮零. 然⽽对任意 K-代数同态 φ : L → Ω, φ(α) 是 Ω 中的幂零元, 从

⽽ φ(α) = 0. 这样 f 不能写成 K-代数同态的 Ω-线性组合. 由命题 A.4.4 知

L 不是可分 K-代数.
54即 Pα 在 K 的代数闭包中的根都不是重根.
55也就是说, 对任意 α ∈ L \ {0} 都存在 β ∈ L 使得 TrL/K(αβ) ̸= 0.
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如果 K ′/K 是域扩张, 由命题 A.4.6 知 L⊗K K ′ 是可分 K ′-代数, 由上

述推理知 L⊗K K ′ 是约化环.
(3) 是 (2) 的特例.
“(3) =⇒ (4)”: 令 Ω 为K 的代数闭包. 注意到 α在K 上的极⼩多项式也

等于 K-线性映射 ML/K,α 的极⼩多项式. 这说明了 Pα 也是 α⊗1 ∈ L⊗K Ω

在 Ω 上的极⼩多项式. 如果 Pα 不是可分多项式, 那么存在 Q ∈ Ω[T ] 以及

⾃然数 n ⩾ 1, 使得 deg(Q) < deg(Pα) 且 Pα 整除 Qn. 这样 Q(α ⊗ 1) ̸= 0

但 Q(α⊗ 1)n = 0, 这与 L⊗K Ω 是约化环⽭盾.
“(4) =⇒ (5)”: 假设 α ∈ L \ {0} 使得对任意不⼩于 1 的⾃然数有

TrL/K(αn)=0. 令 Ω 为 K 的代数闭包. 假设 ML/K,α 不是幂零映射, 并设

λ1, . . . , λr 为 ML/K,α 的特征多项式 QL/K,α 在 Ω 中两两不同的⾮零的根,
d1, . . . , dr 分别为 λ1, . . . , λr 的重数. 那么

∀ i ∈ {1, . . . , r}, TrL/K(αi) = d1λ
i
1 + · · ·+ drλ

i
r = 0.

然⽽由 Vandermonde 矩阵的⾏列式公式知

det


λ1 λ2 · · · λr

λ2
1 λ2

2 · · · λ2
r

...
... . . . ...

λr1 λr2 · · · λrr

 = λ1 · · ·λr
∏

(i,j)∈{1,...,r}2

i<j

(λi − λj) ̸= 0.

这与上式⽭盾. 从⽽ ML/K,α 必是幂零映射. 由于 ML/K,α 的极⼩多项式 Pα

在 Ω 中没有重根, 知 ML/K,α = 0. 这与 α ⾮零的假设⽭盾.
“(5) =⇒ (2)”: 令 K ′/K 为域扩张并⽤ LK′ 表⽰ L⊗K K ′. 注意到

(L⊗K K ′)× (L⊗K K ′) −→ Ω, (x, y) 7−→ Tr(L⊗KK′)/K′(xy) (A.9)

是由 (A.8) 在域扩张 K ′/K 下诱导的双线性形式, 从⽽也是⾮退化的双线

性形式. 假设 x 是 L ⊗K K ′ 中的幂零元, 那么对任意 y ∈ L ⊗K K ′ 来说

xy 也是 L ⊗K K ′ 中的幂零元, 进⽽ Tr(L⊗KK′)/K′(xy) = 0. 由于双线性形

式 (A.9) ⾮退化, 知 x = 0. 这说明了 L⊗K K ′ 是约化环.
“(2) =⇒ (1)”: 令 Ω 为 K 的代数闭包. 由于 L ⊗K Ω 是约化环, 由引

理 A.4.10 知存在 n ∈ N 使得 L ⊗K Ω ∼= Ωn. 由命题 A.4.4 得到 L 是可分

K-代数.
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推论 A.4.12. 设 L 为可分有限 K 代数. 在 K-线性空间 HomK(L,K) 上考

虑运算

L×HomK(L,K) −→ HomK(L,K), (a, f) 7−→ (x 7→ f(ax)).

在这个运算下 HomK(L,K) 构成秩为 1 的自由 L-模, 其⼀个⽣成元是迹映
射 TrL/K .

证明: 考虑 L 上的 K-双线性形式

L× L −→ K, (a, b) 7−→ TrL/K(ab).

由于 L/K 是可分有限扩张, 这个K-双线性形式⾮退化. 从⽽任意 HomK(L,K)

中的元素可以唯⼀地写成 x 7→ TrL/K(ax) 的形式, 其中 a ∈ L. 这说明

HomK(L,K) 是由 TrL/K ⽣成的⾃由 L-模.

定义 A.4.13. 设 L 为有限 K-代数. 如果 (ei)
r
i=1 是 L 在 K 上的⼀组基, ⽤

HL/K(e1, . . . , er) 表⽰对称矩阵
TrL/K(e21) TrL/K(e1e2) · · · TrL/K(e1er)
TrL/K(e2e1) TrL/K(e22) · · · TrL/K(e2er)

...
... . . . ...

TrL/K(ere1) TrL/K(ere2) · · · TrL/K(e2r)

 ,

并⽤ DiscL/K(e1, . . . , er) 来表⽰该矩阵的⾏列式, 称作 (ei)
r
i=1 的判别式. 由

命题 A.4.11 知 L 为可分 K-代数当且仅当 L 上的 K-双线性形式 (α, β) 7→
TrL/K(αβ) ⾮退化, 即 DiscL/K(e1, . . . , er) ̸= 0.

命题 A.4.14. 设 L 为有限 K-代数, (ei)di=1 为 L 作为 K-线性空间的⼀组
基, Ω 为 K 的扩张, 使得 Ω 是代数闭域.

(1) 假设 L 是可分 K-代数, HomK(L,Ω) = {σ1, . . . , σd}, 并令

AL/K(e1, . . . , ed) =


σ1(e1) σ2(e1) · · · σd(e1)

σ1(e2) σ2(e2) · · · σd(e2)
...

... . . . ...
σ1(ed) σ2(ed) · · · σd(ed)

 .

那么如下等式成立

HL/K(e1, . . . , ed) = AL/K(e1, . . . , ed)AL/K(e1, . . . , ed)
T ,
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其中 AL/K(e1, . . . , ed)
T 表示 AL/K(e1, . . . , ed) 的转置矩阵.

(2) 假设 L 是由⼀个元素 α ⽣成的. 那么 L 是可分 K-代数当且仅当 α 的

极小多项式是可分多项式. 另外当 L 是可分 K-代数时

DiscL/K(1, α, . . . , αd−1) =
∏

(i,j)∈N2

1⩽i<j⩽d

(σi(α)− σj(α))
2.

证明: (1) 由命题 A.4.9 (2) 知

TrL/K(eiej) =
d∑
ℓ=1

σℓ(eiej) =
d∑
ℓ=1

σℓ(ei)σℓ(ej).

从⽽要证的等式成⽴.
(2) 由命题 A.4.11 知, 如果 L 是可分 K-代数, 那么 α 的极⼩多项式是

可分多项式. 反过来, 假设 α 的极⼩多项式

P (T ) = T d + a1T
d−1 + · · ·+ ad

是可分多项式. 令 Ω 为 K 的代数闭包, 并令 ω1, . . . , ωd 为 P 在 Ω 中 d 个

相异的根. 由于 L 由 α ⽣成, 知 L ∼= K[T ]/(P ). 对任意 i ∈ {1, . . . , d}, 从

K[T ]/(P ) 到 Ω 将多项式 Q 的等价类映为 Q(ωi) 的映射是 K-代数同态. 这

说明 [L : K]s = [L : K], 从⽽ L 是可分 K-代数.
注意到 {1, α, . . . , αd−1} 构成 L 在 K 上的⼀组基. 此时

AL/K(1, α, . . . , α
d−1) =


1 1 · · · 1

σ1(α) σ2(α) · · · σd(α)
...

... . . . ...
σ1(α)

d−1 σ2(α)
d−1 · · · σd(α)

d−1


是 Vandermonde 矩阵, 从⽽

DiscL/K(1, α, . . . , αd−1) = det(AL/K(1, α, . . . , αd−1))2

=
∏

(i,j)∈N2

1⩽i<j⩽d

(σi(α)− σj(α))
2.
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定义 A.4.15. 设 L/K 为域的有限扩张, α ∈ L. 如果 α 在 K 上的极⼩多项

式是可分多项式, 就说 α 在 K 上可分. L 中所有在 K 上可分的元素组成的

集合称为 K 在 L 中的可分闭包. 由命题 A.4.11 知 K 在 L 中的可分闭包

等于 L 当且仅当 L/K 是可分扩张. 如果 K 在 L 中的可分闭包等于⾃⾝,
则说 L/K 是完全不可分扩张.

命题 A.4.16. 设 L/K 为域的有限扩张, Ks 为 K 在 L 中的可分闭包. 那么
Ks 是 L 的包含 K 的⼦域, 作为 K 的扩张是可分扩张. 另外, L/Ks 是完全

不可分扩张.

证明: 设 a 和 b 是 L 中两个可分元素. 由于 b 在 K(a) 上的极⼩多项式整

除它在 K 上的极⼩多项式, 知 b 是 K(a) 上的可分元素. 由命题 A.4.14 (2)
知 K(a, b)/K(a) 和 K(a)/K 都是可分扩张, 进⽽由命题 A.4.7 知 K(a, b)/K

是可分扩张. 由命题 A.4.11 知 K(a, b) 中的元素都是 K 上的可分元素, 即

K(a, b) ⊂ Ks. 从⽽ Ks 是 L 的包含 K 的⼦域. 另外, 由于 Ks 中的元素都

是 K 上的可分元素, 由命题 A.4.11 知 Ks/K 是可分扩张.
如果存在 α ∈ L \ Ks 是 Ks 上的可分元素, 由命题 A.4.14 (2) 知

Ks(α)/Ks 是可分扩张, 从⽽由命题 A.4.7 和扩张Ks/K 的可分性知Ks(α)/K

是可分扩张. 这说明 α 是 K 上的可分元素, ⽭盾.

注 A.4.17. 设 L/K 为域的有限扩张, α ∈ L,

P (T ) = T d + a1T
d−1 + · · ·+ ad

为 α 的极⼩多项式. 令 P ′ 为 P 的导多项式, 定义为

P ′(T ) = dT d−1 + (d− 1)a1T
d−2 + · · ·+ ad−1.

注意到 P 是可分多项式当且仅当多项式 P 和 P ′ 互素. 由于 P 是不可约多

项式, ⽽ deg(P ′) < deg(P ), 所以 P 是可分多项式当且仅当 P ′ ̸= 0. 这说明

了当 K 的特征为 0 时 L/K 总是可分扩张.
假设 K 的特征为某素数 p. 那么 P ′ = 0 当且仅当 p | d 且对任意的

n ∈ {1, . . . , d} \ pZ 有 an = 0. 此时多项式 P 可以写成

P (T ) = (T p)d/p + ad−p(T
p)(d−p)/p + · · ·+ ad

的形式. 特别地, αp 的特征多项式的次数不超过 d/p. 通过递归可以证明存

在 b ∈ N, b ⩾ 1, 使得 pb ⩽ d 且 αp
b

在 K 上可分. 特别地, 如果 L/K 是完
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全不可分扩张, 那么存在 b ∈ N, b ⩾ 1 使得 pb ⩽ [L : K] 且对任意 α ∈ L 有

αp
b ∈ K.

命题 A.4.18. 设 L/K 为域的有限扩张. 那么 [L : K]s = 1 当且仅当 L/K

是完全不可分扩张. 特别地, 如果 Ks 是 K 在 L 中的可分闭包, 那么

[Ks : K] = [L : K]s. (A.10)

证明: 当 K 的特征为 0 时 L/K 总是可分扩张, 此时 [L : K]s = [L : K].
所以 [L : K]s = 1 当且仅当 L = K, ⽽ K/K 也是唯⼀的完全不可分扩张.
从⽽命题成⽴.

以下假设 K 的特征 p ⼤于 0 并令 Ω 为 K 的代数闭包. 假设 L/K 是

完全不可分扩张. 由注 A.4.17 知存在 b ∈ N, b ⩾ 1 使得对任意 α ∈ L 有

αp
b ∈ K. 若 f 和 g 为从 L 到 Ω 的两个 K-代数同态, 那么

∀α ∈ L, f(α)p
b

= g(α)p
b

.

⽽域 K 的特征为 p, 将 (f(α)− g(α))p
b

⼆项式展开知

(f(α)− g(α))p
b

= f(α)p
b

+ (−1)p
b

g(α)p
b

= f(α)p
b

− g(α)p
b

= 0,

即 f(α) = g(α). 反过来, 如果 L \K 中含有⾄少⼀个 K 上的可分元 β, 那

么

[K(β) : K]s = [K(β) : K] > 1,

从⽽由 (A.4) [L : K]s = [L : K(β)]s[K(β) : K]s > 1.
最后, 由于 Ks/K 是可分扩张, 知

[Ks : K] = [Ks : K]s =
[L : K]s
[L : Ks]s

= [L : K]s.

引理 A.4.19. 设 L 为域. 那么 L× 的任何有限⼦群都是循环群.

证明: 设 G 为 L× 的有限⼦群, n 为 G 中元素阶的最⼤值. 那么对任意

x ∈ G 有 xn = 1. 由于多项式 Tn − 1 在 L 中⾄多只有 n 个根, 知 n 等于

G 的基数, 从⽽ G 是循环群.

命题 A.4.20. 设 L/K 为域的有限扩张. 设 K 是有限域, 那么扩张 L/K 是

可分扩张, 并且它是单扩张, 也就是说存在 α ∈ Ls 使得 L = K(α).
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证明: ⾸先考虑 K 是有限域的情形. 此时 L 也是有限域. 由引理 A.4.19
知 L× 是循环群. 若 α 为该循环群的⼀个⽣成元, 那么有 L = K(α). 另外,
如果 q 是 L 的基数, 那么 L 中的每⼀个元素都是多项式 T q − T 的根, 也就

是说

T q − T =
∏
x∈L

(T − x).

这说明 T q − T 是 K[T ] 中的可分多项式, 从⽽ L 中任意元素的极⼩多项式

都是可分多项式, 即 Ls = L. 由命题 A.4.11知 L/K 是可分扩张.

命题 A.4.21. 域的有限可分扩张都是单扩张.

证明: 设 L/K 是有限可分扩张. 由命题 A.4.20 知不妨假设 K 是⽆限域.
⽤归纳法可将命题化归为如下结论: 如果 a 和 b 是 L 中两个可分元素, 那

么存在 θ ∈ K(a, b) 使得 {a, b} ⊂ K(θ). 设 P 和 Q 为 a 和 b 的极⼩多项式.
令 Ω 为 K 的代数闭包. 将 P 和 Q 在 Ω[T ] 中分解成单项式的乘积

P (T ) = (T − a1) · · · (T − an), Q(T ) = (T − b1) · · · (T − bm),

其中 a1, . . . , an 两两不同, b1, . . . , bm 也两两不同. 不妨设 a1 = a, b1 = b. 由

于 K 是⽆限域, 存在

λ ∈ K× \
{a− ai
b− bj

| (i, j) ∈ {2, . . . , n} × {2, . . . ,m}
}
.

令 θ = a+ λb, 并令

H(T ) = P (θ − λT ) ∈ K(θ)[T ].

依定义, b 是 H 在 L 中的根, ⽽对任意 j ∈ {2, . . . ,m}, bj 都不是 H 的根.
这说明了 H 和 Q 作为 K(θ)[T ] 中多项式的最⼤公因式等于 T − b, 从⽽

b ∈ K(θ), 进⽽ a = θ − λb 也是 K(θ) 中的元素.

注 A.4.22. 设 A 为整闭整环, K 为 A 的分式域, L/K 为可分有限 K-代数,
B 为 A在 L中的整闭包. 由命题 A.4.9 知, 对任意 α ∈ B, TrL/K(α) 是 A上

的整元, 从⽽属于 A. 设 (ei)
r
i=1 为 L 在 K 上的⼀组基, 使得 {e1, . . . , er} ⊂

B. 令 (e∗i )
r
i=1 为 (ei)

r
i=1 相对于⾮退化对称双线性形式 (α, β) 7→ TrL/K(αβ)

的对偶基, 也就是说

∀ (i, j) ∈ {1, . . . , r}2, TrL/K(eie∗j ) =

1, i = j,

0, i ̸= j.
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如果 s = λ1e
∗
1 + · · ·+ λre

∗
r 是 B 中的元素, 其中 (λ1, . . . , λr) ∈ Kr, 那么有

∀ i ∈ {1, . . . , r}, λi = TrL/K(sei) ∈ A.

这说明了

B ⊂ Ae∗1 + · · ·+Ae∗r .

另外, 按定义 HL/K(e1, . . . , er) 是从基 (e∗i )
r
i=1 到 (ei)

r
i=1 的转移矩阵. 若⽤

HL/K(e1, . . . , er)
′ 表⽰ HL/K(e1, . . . , er)

T 的伴随矩阵, 那么有

DiscL/K(e1, . . . , er)


e∗1
...
e∗r

 = HL/K(e1, . . . , er)
′HL/K(e1, . . . , er)

T


e∗1
...
e∗r



= HL/K(e1, . . . , er)
′


e1
...
er

 .

这说明了

DiscL/K(e1, . . . , er)B ⊂ Ae1 + · · ·+Aer.

A.5 Galois 扩张

命题 A.5.1. 设 K 为域, L 为 K 的代数扩张, Ω 为 K 的代数闭包. 下列条
件等价:

(1) 对任意 K[T ] 中的不可约多项式 F , 如果 F 在 L 中有根, 那么它在
L[T ] 中可以分解成次数为 1 的多项式的乘积.

(2) 对任意 x ∈ L, x 在 K[T ] 中的极小多项式可以在 L[T ] 中分解成次数

为 1 的多项式的乘积.

(3) 若 φ1 和 φ2 是从 L 到 Ω 的 K-代数同态, 那么 φ1(L) = φ2(L).

(4) 若 φ1 和 φ2 是从 L 到 Ω 的 K-代数同态, 那么存在 L 的 K-代数自同
构 σ, 使得 φ2 = φ1 ◦ σ.

证明: “(1) =⇒ (2)”: 依定义, x 的极⼩多项式是以 x 为根的 K[T ] 中的不

可约多项式.
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“(2) =⇒ (3)”: 设 x 为 L 中的元素, P ∈ K[T ] 为 x 的极⼩多项式,
S 为 P 在 L 中的根组成的集合. 由于 P 在 L[T ] 中可以分解成线性多项

式的乘积, 知 φ1(S) 和 φ2(S) 等于 P 在 Ω 中的根组成的集合. 这说明了

φ1(S) = φ2(S). 特别地, φ1(x) ∈ φ2(S) ⊂ φ2(L), φ2(x) ∈ φ1(S) ⊂ φ1(L).
这样就得到 φ1(L) = φ2(L).

“(3) =⇒ (4)”: 令 ψ1 为 φ1 : L→ φ1(L) 的逆映射, 并令 σ 为复合 K-代
数同构

L
φ2 // φ2(L) = φ1(L)

ψ1 // L ,

那么等式 φ2 = φ1 ◦ σ 成⽴.
(4) =⇒ (3) 是显然的.
“(3) =⇒ (2)”: 设 x ∈ L, P 为 x在K[T ] 中的极⼩多项式. 任意取定⼀个

K 代数同态 φ : L→ Ω. 假设 y 是 P 在 Ω 中的⼀个根, 并令 ψ0 : K(x) → Ω

为使得 ψ0(x) = y 的 K-代数同态. 由推论 A.3.10 知 ψ0 可以延拓成 Ω 的某

K-代数⾃同构 ψ. 条件 (3) 说明 φ(L) = ψ(L), 从⽽ y ∈ φ(L). 由命题 A.3.8
知 P 在 Ω[T ] 中可以分解成线性多项式的乘积, ⽽ P 在 Ω 中的根又都是

φ(L) 中的元素, 从⽽ P 在 L[T ] 中也可以分解成线性多项式的乘积.
“(2) =⇒ (1)”: 不妨设 F 是⾸⼀多项式. 若 x 是 F 在 L 中的根, 那么

F 等于 x 在 K[T ] 中的极⼩多项式.

定义 A.5.2. 设 K 为域, L 为 K 的代数扩张. 如果 L/K 满⾜命题 A.5.1
中的任⼀条件, 则说 L/K 为正规扩张. 如果 L/K 既是可分扩张又是正规扩

张, 就说 L/K 是 Galois 扩张, 并将 AutK-alg(L) 称为 Galois 扩张 L/K 的

Galois 群, 记作 Gal(L/K).
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