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1. Introduction

En géométrie algébrique, un théoréme de Hilbert-Samuel au sens
général consiste & décrire le comportement asymptotique d’'un anneau
gradué par N. Par exemple, étant donnée une algeébre graduée R, =
@,.cn I2n sur un corps de base k, telle que chaque composante homogene
R, soit de rang fini sur k, la fonction de Hilbert de R, est définie
comme |’application de N dans N qui envoie n € N sur le rang de R,
sur k. Le théoréme de Hilbert-Samuel dans ce cadre-la affirme que, si
R, est engendrée comme k-algébre par Ry, alors il existe un polynoéme
P € Q[T] tel que P(n) = rg,(R,) pour n € N suffisamment grand. Ce
résultat peut étre obtenu en utilisant la méthode classique de dévissage.

Le théoréme de Hilbert-Samuel est aussi valable pour un anneau gra-
dué (non nécessairement une algébre sur un corps) R, engendré comme
Rp-algébre par Ry, tel que chaque composante homogéne R,, soit un Ry-
module de longueur finie (voir §1.1 du chapitre 1 infra), ot on considére
la fonction qui envoie n € N sur la longueur de R,, (appelée fonction de
Hilbert-Samuel de R,). Par ailleurs, ce résultat se généralise naturelle-
ment aux modules gradués de type fini sur un tel anneau, voir [7), VIII
§4] pour les détails.
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Dans beaucoup de situations pratiques, ’anneau gradué en question
s’écrit comme un systéme linéaire gradué d’un faisceau inversible. Soient
X un schéma projectif sur un corps de base k et L un &x-module inver-
sible. La somme directe @,,cyy H°(X, L&) forme une k-algébre graduée.
Cette algébre est de type fini notamment lorsque L est ample. Dans ce
cas-la on peut déduire du théoréme de Riemann-Roch-Hirzebruch et
du théoréme d’annulation de Serre le comportement asymptotique de
la fonction de Hilbert de cette algébre graduée. Il est aussi possible
d’adapter la méthode de dévissage dans le cadre géométrique pour re-
lier le coefficient du terme principal de la fonction de Hilbert au nombre
d’intersection de L, toujours sous une hypothése de positivité conve-
nable du fibré inversible.

Dans le cas ou le fibré inversible n’est pas ample, 'algébre graduée
des sections globales n’est pas nécessairement de type fini et le théo-
réme d’annulation de Serre ne s’applique plus. La méthode de dévis-
sage n’est donc pas adéquate pour étudier la fonction de Hilbert de
ce genre de fibrés inversibles. En revanche, les résultats de Fujita [22]
et Takagi [41] (approximation de Fujita) montrent que, au moins dans
le cas ot X est un schéma intégre et projectif sur un corps et L est
un Ox-module inversible gros (c’est-a-dire qu’une puissance tensorielle
de L admet un sous-faisceau inversible ample), la fonction de Hilbert
de @,y HY(X, L®™) est équivalente, lorsque n — 00, & un poly-
noéme dont le degré est égal a la dimension de Krull de X. Cependant,
contrairement au cas ou L est ample, le coefficient du terme dominant
pourrait étre un nombre irrationnel, comme ’a montré Cutkosky [20],
exemple 1.6]. En utilisant la méthode combinatoire d’Okounkov [37], le
théoréme d’approximation de Fujita a été généralisé dans [30), B3] au
cas d’un systéme linéaire gradué qui contient un diviseur ample.

L’analogue arithmétique du théoréme de Hilbert-Samuel avait
d’abord été démontré par Gillet et Soulé |27 §5] en utilisant leur
théoréeme de Riemann-Roch arithmétique (voir aussi [26] pour la théo-
rie de l'intersection arithmétique, voir aussi §3 du chapitre 1 infra).
Ensuite ce résultat a été revisité et généralisé dans divers contextes par
différents auteurs.

On considére un morphisme projectif et plat # : £~ — SpecZ et
un fibré inversible hermitien .Z sur 2. En géométrie d’Arakelov, un
théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique cherche a décrire le compor-
tement asymptotique de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique du
systéme de fibrés vectoriels normés 7r*(§®n) sur SpecZ, ou n € N.
Il y a cependant des variations dans cette formulation. D’abord il y
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a plusieurs choix naturels pour la structure du fibré vectoriel normé
Ty (§®n), comme par exemple la norme L? et la norme sup. Si le théo-
réme de Gromov (voir [40] VIII.2.5 Lemma 2) permet de comparer la
norme L? & la norme sup, et a été utilisé dans des travaux comme ceux
d’Abbes-Bouche [I] et Randriambololona [38], 'article [3] de Berman
et Freixas i Montplet considére des métriques hermitiennes singuliéres,
ol la norme sup sur 'image directe du fibré peut ne pas avoir de sens
(voir aussi [35] pour le cas de ’espace de modules des courbes pointées).
Un autre point est le choix de l'invariant arithmétique dans la défini-
tion de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique. Dans la littérature,
il y a au moins deux possibilités : le degré d’Arakelov (ou la caractéris-
tique d’Euler-Poincaré) et le logarithme du nombre de petites sections.
On peut comparer par exemple [46] a [36]. Méme si le faisceau inver-
sible .Z est ample et sa métrique est semi-positive, en général ces deux
constructions donnent des fonctions de Hilbert-Samuel arithmétiques
non équivalentes.

Similairement a la situation géométrique, la méthode du théoréme
de Riemann-Roch arithmétique et la combinaison du dévissage avec
des méthodes analytiques s’appliquent difficilement au cas ou la fibre
générique de £ n’est pas ample. Inspiré par des travaux sur la méthode
combinatoire dans le cadre de la géométrie algébrique, deux approches
différentes ont été proposées pour étudier le comportement asympto-
tique des fonctions de Hilbert-Samuel arithmétiques. Celle de [47, 48|
adapte la méthode de Lazarsfeld-Mustatd dans le cadre arithmétique
en considérant la fibre du Z-schéma au-dessus d’une place non archimé-
dienne, tandis que celle de [13}, [6] repose sur le résultat méme du théo-
réme d’approximation de Fujita des systémes linéaires gradués, ainsi
que la méthode de R-filtration développée dans [14]. On renvoie les lec-
teurs & [9, [10] pour le cas torique, ou la méthode est aussi d’une nature
combinatoire.

Je ne cherche pas & donner un apercu panoramique des résultats du
type théoréme de Hilbert-Samuel, mais plutdét me limite au cas d’une
algébre graduée sur un corps de base, ainsi que quelques analogues
arithmétiques, en mettant une attention particuliére sur la similitude
et la différence des méthodes utilisées. Le cours est organisé comme
suit. Dans le deuxiéme paragraphe, on traite le cas d’une algébre de
semi-groupe et la méthode combinatoire ; dans le troisiéme paragraphe,
une interprétation géométrique du probléme sera présentée en faisant le
lien avec la théorie de 'intersection ; dans le quatriéme paragraphe, on
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discute I’analogue métrique du probléme ; enfin, dans le cinquiéme para-
graphe, on traite des analogues arithmétiques du théoréme de Hilbert-
Samuel.

Remerciement. — Je suis reconnaissant au collégue anonyme pour
sa soigneuse lecture du texte et pour ses commentaires.

2. Méthode combinatoire

2.1. Algébre de polynémes. — Le prototype du théoréme de
Hilbert-Samuel est le cas des algébres de polynémes. Soient k un corps
commutatif et R, = k[Tp,...,Ty] V'algébre des polynémes a d + 1
variables (ot d € N), gradué par le degré des polynomes (autrement
dit, R, est ’espace vectoriel sur k£ engendré par les monoémes de degré
n). La fonction de Hilbert de R, est

(n € N) — (d—;n)

C’est un polyndéme de degré d en n, dont le coefficient du terme domi-
nant est 1/d! : on a

(1) <d+n> = (nt+d)-(nt1) —lnd—l—O(nd_l), n — +00.

d d! !

2.2. Algébre de semi-groupes. — L’algébre de polynémes est un
cas particulier d’algébres de semi-groupes. Soient d € N et I' un sous-
semi-groupe de N x Z¢ (muni de la loi d’addition). On désigne par k[I']
I’algébre du semi-groupe I'. Par définition k[I'] est la somme directe
d’une famille de k-modules libres de rang 1 paramétrée par I'. Pour tout
v € I', on désigne par €7 le générateur canonique du k-module libre de
rang 1 indexé par fy. La loi de multiplication sur k[I'] est choisie de
sorte que 77" = ¢7e?" pour tout couple (7,7') € I'2. L'algebre k[T est
canoniquement munie d’une N-graduation :

D =@ @ ke,

neN qezd
(n,a)el’

1. L’expression e” est purement formelle, qui ne sert qu’a écrire la loi de compo-
sition de I' d’une maniére multiplicative.



THEOREMES DE HILBERT-SAMUEL 5

2.3. Semi-groupe d’un corps convexe. — Un exemple typique de
semi-groupe dans N x Z¢ est celui qui provient d’un corps convere dans
R?, par lequel on entend une partie convexe et compacte de R?, dont
lintérieur est non vide. Etant donné un corps convexe A C R% on
construit un sous-ensemble I'(A) de N x Z¢ comme suit :

D(A) :={(n,0) e Nx Z%n>1, ta e A}U{(0,0)}.

’'n
Par la convexité de A, on obtient que I'(A) est un sous-semi-groupe de
N x Z%. En outre, la fonction de Hilbert de I’algébre k[T'(A)] est donnée
par la formule
(neN)— #{a ez Lac A}
Par la convergence des sommes de Riemann vers I'intégrale de Lebesgue,
on obtient
#{a c 7% lae A} = vol(A)n? 4+ o(n?), n — +oo,
ot1 vol est la mesure de Lebesgue sur R%. Dans le cas ot A est le simplexe
{(x1,...,2q) ERL |21 + -+ 34 < 1},

dont le volume est 1/d!, on retrouve le résultat dans le cas des algébres
de polynémes.

2.4. Fonction de Hilbert d’une algébre de semi-groupe. —
Khovanskii [31] a montré que la méthode du corps convexe peut étre
appliquée a étudier un sous-semi-groupe général de N x Z%. Soit T’ un
sous-semi-groupe de N x Z?. On suppose que I' N ({0} x Z%) = {(0,0)}
pour des raisons de simplicité. Soient I'z et I'g le sous-groupe
de Z x Z% et le sous-espace vectoriel de R x R¢ engendrés par T,
respectivement. Pour tout n € N, soit

I, :={aecZ(na)eT}.
Similairement, pour tout n € Z, soit
Tz, :={a€Z(n,a)clz}.

Il s’avére que

N(T):={n e N|T, # &}
est un sous-semi-groupe de N. En outre, le sous-groupe de Z engendré
par N(I') s’identifie &

Z(T) = {n € Z|Tzn # 2}

2. Cette hypothése supplémentaire est anodine car (I'N (N1 x Z4)) U{(0,0)} est
aussi un sous-semi-groupe de N x Z<.
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On suppose que le groupe Z(I") n’est pas réduit a {0}. Alors TrN ({1} x
Rd) est un espace affine dans R x R?, dont le sous-espace vectoriel sous-
jacent est Tr N ({0} x RY). En outre, ensemble T'z N ({0} x Z%) est un
réseau dans Tg N ({0} x RY). On munit ce dernier de I'unique mesure
de Haar telle que le réseau I'z N ({0} x Z%) soit de covolume 1.

Soit A(T) la projection canonique de TrN({1} xR?) dans R¢. C’est un
espace affine dans RY. La mesure de Haar sur 'g ({0} x R?) induit (par
translation puis par projection) une mesure borélienne sur A(I") que I'on
note vol(-). En outre, on désigne par A(I") 'adhérence de I’ensemble

U (nlajaeT,}).

neN,n>1

C’est une partie fermée et convexe dans A(I") qui engendre A(I") comme
espace affine. En particulier, 'intérieur relatif de A(T") dans A(T") est
non vide.

En utilisant le théoréme de Bézout, par un argument élémentaire on
obtient que ’ensemble (NN Z(I")) \ N(I') est fini. La méthode de Kho-
vanskii est une généralisation aux dimensions supérieures de ce résultat
(on renvoie a [31] Proposition 1] pour une démonstration, voir aussi

[30L §1] et |5l §1]).

Lemme 2.1. — Pour tout sous-ensemble convexe et compact E de
A(T) qui est contenu dans lintérieur relatif de A(T'), on a

En{ialaeT,} =En{ialacly,}
pour tout entier n € N suffisamment grand.
Encore par la convergence des sommes de Riemann vers l'intégrale
de Lebesgue on déduit du lemme précédent le résultat suivant. Remar-

quons qu’aucune condition de finitude n’est exigée pour le sous-semi-
groupe T'.

Théoréme 2.2. — Soient T' un sous-semi-groupe de N x Z% et R, =
k[T]. Alors

lim rgy (Rn)

N, oo paim Ay — VOUAT)):

On renvoie les lecteurs & [30, Theorem 1.15] pour les détails.

3. c’est-a-dire un sous-Z-module discret de rang maximal.
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2.5. Cas d’une algébre graduée générale. — Okounkov [37] a
généralisé cette méthode combinatoire & 1’étude de la log-concavité de
la fonction de multiplicité. Son approche a été développée par Lazars-
feld et Mustata [33], et Kaveh et Khovanskii [30] respectivement pour
étudier le comportement asymptotique de la fonction de Hilbert d’une
algébre graduée intégre (non nécessairement de type fini). L’idée re-
monte & la méthode trés classique d’associer & une algébre N-filtrée son
algébre graduée correspondante. Cette procédure, qui change la struc-
ture d’algébre en général, permet de garder toutes les informations de
la fonction de Hilbert. On introduit une relation d’ordre total < sur Z¢,
supposée étre «additivey, autrement dit, o < § entraine a +v < S+~
pour tout (o, 8,7) € (Z%)3. Cette propriété est par exemple satisfaite
par la relation d’ordre lexicographique.

Soit R, une k-algébre graduée telle que Ry = k. On entend par
valuation homogéne a valeurs dans (Zd, <) sur R, toute application

v HRn—>ZdU{+oo}
neN
qui vérifie les propriétés suivantes :

(a) pour tout élément homogéne f de R,, v(f) € Z¢ si et seulement si
f est non nul, et v(f) =0si f € Ry \ {0}.

(b) si f et g sont deux éléments homogeénes de R,, on a v(fg) = v(f)+
v(g);
(c) sin € Netsizetysont deux éléments de Ry, on a v(z +y) >
min(v(z),v(y));
(d) pour tout n € N et tout o € Z?, I'espace vectoriel quotient
gr'(Ry) :=={z € R, |v(z) > a}/{z € R, |v(z) > a}
a pour dimension 0 ou 1 sur k.
Sous ces conditions la somme directe
D D &)
neN qezd

est munie d’une structure de k-algébre graduée. En outre, elle est iso-
morphe a l'algébre du semi-groupe

D(R.) = {(n,a) € N x Z?| gr*(R,) # {0}}.

4. On convient que a S 400 et a + (+00) = 400 pour tout o € Z% et que
(+00) + (+00) = +o0.
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Il s’avére que les algebres graduées R, et k[I'(R,)] ont la méme fonc-
tion de Hilbert. Par le théoréme [2:2] on peut utiliser la partie convexe
A(T'(R,)) pour décrire le comportement asymptotique de la fonction
de Hilbert de R,. Il faut cependant remarquer que l'existence d’une
valuation homogéne sur R, n’est pas immédiate. En tout cas elle im-
plique que 'anneau R, est intégre. Dans le cas ou R, est un systéme
linéaire gradué d’un diviseur de Cartier sur un k-schéma projectif et
intégre possédant un point rationnel régulier, une telle valuation homo-
géne peut étre construite en choisissant un systéme de paramétres de
I’anneau local en ce point rationnel régulier. Cependant ’existence d’un
point rationnel régulier entraine que le K-schéma est géométriquement
intégre. On renvoie les lecteurs a [15), [16] pour une approche alternative
basée sur la géométrie d’Arakelov relativement & un corps de fonctions
ou cette hypothése n’est pas nécessaire.

3. Approche géométrique

3.1. Interprétation géométrique des algébres graduées. —
Soit R, une k-algébre graduée de type fini, qui est engendrée comme
k-algébre par R;. Le spectre projectif de R, est un sous-schéma fermé
de P(R;) et 'homomorphisme canonique

an : Ry — HY(Proj(R.), Oproj(ra) (1))

est un isomorphisme lorsque n € N est assez grand (voir [28] I11.2.3.1).
On peut donc ramener I'étude asymptotique de la fonction de Hilbert
au cas d’un systéme linéaire gradué.

Soient X un schéma projectif sur Speck et L un &x-module inver-
sible ample. On considére la k-algébre graduée

R(L), = @ H(X,L®")
neN

et on cherche & comprendre le comportement asymptotique de la fonc-
tion de Hilbert de L définie par

(n € N) — Fr(n) := rg, (H(X, L®")).

Comme L est ample, il existe un entier ng > 1 tel que H°(X, L®™0)
soit non nul. Pour simplifier on suppose qu’il existe une section non nulle
s € HY(X, L) telle que 'homomorphisme de Ox-modules f5 : LV — Oy
défini par s soit injectif. Soient Y le sous-schéma fermé de X défini par
I’annulation de s et ¢ : Y — X le morphisme d’inclusion. Pour tout
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entier n € N, n > 1, on a une suite exacte d’homomorphismes de Ox-
modules

Id® fs

0 —— L2(r1) Len L®" ®i,(Oy) —=0,

qui induit une suite exacte de groupes de cohomologie :
0— HO(X, L9 D) 3 HO(X, L®") — HO(Y,i*(L®")) — H' (X, L®"" 1),

oit on a remplacé H°(X, L®" ® i,(Oy)) par H(Y,i*(L®")) via les iso-
morphismes suivants (en utilisant ’adjonction entre i, et i*) :

HY(X,L®" ®i.(0y)) = Homp, (Ox, L®" @ i (Oy))
o HomﬁX(LV@m, i+(Oy)) = Homg, (i *(L)Ve" o)
>~ Homg, (Oy,i*(L)®") = HO(Y,i*(L)®™).

Comme L est ample, le théoréme d’annulation de Serre montre que
HY(X,L®") = {0} et donc

(2) Fr(n) = Fp(n = 1) = Fx(ry(n)

pour n assez grand, ou F, et Fj«(r) sont respectivement les fonctions
de Hilbert de L et ¢*(L). Ainsi par récurrence on montre qu’il existe
un polynéme P, de degré dim(X) tel que Fr(n) = Pr(n) pour n € N
assez grand.

3.2. Nombre d’intersection et théoréme de Hilbert-Samuel. —
Pour tout entier naturel 7, on désigne par Z;(X) le groupe abélien libre
engendré par les sous-schémas fermés intégres de dimension ¢ de X,
dont les éléments sont appelés des cycles de dimension ¢ dans X. Si f
est une fonction rationnelle non nulle sur un sous-schéma fermé intégre
W de dimension i 4 1, on désigne par (f) 1’élément

Zordy Y € Z;(X),

ou Y parcourt 'ensemble des sous-schémas fermés intégres de dimen-
sion i de W, et ordy(f) est défini dans §1.1.3 du chapitre 1 infra.
L’élément (f) est appelé cycle associé a la fonction rationnelle f. On
dit qu'un cycle de dimension ¢ est rationnellement équivalent & zéro s’il
appartient au sous-groupe R‘(X) de Z*(X) engendré par les cycles as-
sociés aux fonctions rationnelles non nulles sur les sous-schémas intégres
de dimension ¢ + 1 de X. On désigne par CH;(X) le groupe quotient
Zi(X)/Ri(X), appelé groupe de Chow de dimension i de X. Si « est
un élément de CHo(X), qui est représenté par le cycle > % Ajz;, ot
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Al, ..., Ay sont des entiers, et x1,..., T, sont des points fermés de X,
on désigne par deg(a) 'entier

> O AjlE(xy) < k
j=1

ol k(z;) désigne le corps résiduel du point z;.
Soient ¢ € N> et Z un sous-schéma fermé intégre de dimension ¢ de
X. Soient s une section rationnelle non nulle de L|z et (s) le cycle

Z ordy (s)Y,
Y

ou Y parcourt ’ensemble des sous-schémas fermé intégre de dimension
i—1de Z. On désigne par ¢1(L)N[Z] 'élément de CH;_1 (X)) représenté
par ce cycle (il s’avére que cette classe d’équivalence rationnelle ne dé-
pend pas du choix de la section rationnelle s). Plus généralement, si «
est un élément de CH;(X), qui est représenté par le cycle >y aiZ;,
ou ai,...,a;, sont des entiers, et Z1,..., Z,, sont des sous-schémas in-
tégres de dimension i de X, on désigne par ¢1(L) N« la classe de cycles
ZTzl a;cy (L) N [Zj] dans CHifl(X).

La formule de récurrence montre que le coefficient du terme do-
minant du polynoéme Py, est

deg(c1 (L)) N [X])
dim(X)!

En conclusion, on obtient le résultat suivant (voir [32] théoréme 1.1.24]).

Théoréme 3.1. — Soient X un schéma projectif de dimension d sur
Speck et L un Ox-module inversible ample, alors on a
HO X L(Xm
L IO, L)

ntoe  nd/dl = deg(e(1)"N [X))

Une démonstration alternative (dans le cas ou X est un schéma ré-
gulier) consiste a appliquer le théoréme de Riemann-Roch-Hirzebruch,
qui affirme que (voir [32 exemple 1.1.27])

(X, L®™) ngk UX,L®")) = deg(ch(L®H)Td(X))

= deg(ci (L)1 N [X]) + O(nd1).

d!
On utilise aussi le théoréme d’annulation de Serre pour identifier
(X, L®") a H(X, L®™) quand n est assez grand.
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3.3. Diviseurs de Cartier et systémes linéaires. — Soient X un
schéma projectif et intégre sur Spec K et L un &x-module inversible.
On définit le volume de L comme

_ o g (H(X,LO)
(3) vol(L) := nll)r_ir_loo 7l ,

ou d est la dimension de X. On a vu plus haut que, si L est un Ox-
module ample, alors vol(L) = deg(ci(L)? N [X]). En outre la limite
supérieure dans la formule précédente est en fait une limite.

Dans le cas ot X est un schéma intégre, il est plus commode d’utiliser
le langage des diviseurs de Cartier. Soit % le faisceau en groupes abé-
liens défini comme suit : pour tout sous-ensemble ouvert U de X, 0% (U)
est I'ensemble des a € Ox (U) tels que 'homothétie a : Oy — Oy soit
un isomorphisme. Similairement, soient .#x le faisceau des fonctions ra-
tionnelles sur X et .Z5 le faisceau en groupes abéliens qui envoie U sur
I'ensemble des a € #x (U) tels que 'homothétie a : .#y — Ay soit un
isomorphisme. On voit aussitot que €5 est un sous-faisceau en groupes
abéliens de .Z5 . On entend par diviseur de Cartier toute section sur
X du faisceau quotient .Z5 /0%. On dit qu'un diviseur de Cartier D
est effectif et on note D > 0 s'il appartient a I'(X, (A5 N Ox)/0%).
On désigne par Div(X) le groupe des diviseurs de Cartier sur X et par
Div"(X) le sous-semi-groupe de Div(X) des diviseurs effectifs.

Les diviseurs de Cartier sont étroitement liés aux faisceaux inver-
sibles. Soit L un Ox-module inversible. A toute section globale non
nulle s de L ®¢, #x, on peut associer un diviseur de Cartier div(s)
comme suit. Pour tout sous-ensemble ouvert U de X sur lequel le &'x-
module L se trivialise par une section sy € I'(U, L), il existe une unique
fonction rationnelle non nulle f telle que s = fsg. La classe de f dans
DU, #%/0%) ne dépend pas du choix de la trivialisation locale sg.
Donc le recollement des classes de fonctions rationnelles quand U varie
donne un diviseur de Cartier div(s).

Réciproquement, si D est un diviseur de Cartier sur X, on désigne
par Ox (D) le sous-Ox-module de .#x engendré par —D. C’est un
Ox-module inversible. L’application 6 de Div(X) dans Pic(X) qui en-
voie tout diviseur de Cartier D sur la classe d’isomorphisme du O'x-
module inversible @x (D) est un morphisme surjectif de groupes (voir
[28] IV.21.3.4-5). On dit que le diviseur D est ample si le faisceau in-
versible Ox (D) est ample.
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Les constructions ci-dessus peuvent aussi étre obtenues par la suite
exacte de cohomologie associée & la suite exacte de faisceaux abéliens

1 0% M MO —0,

qui s’écrit comme
1 — HY(X, 0%) — HY(X,.2%) 2% Div(x) -& HY(X, 63%).

On désigne par Div(X)g le produit tensoriel Div(X)®zR. Les éléments
dans Div(X)g sont appelés les R-diviseurs (de Cartier) sur X. Un R-
diviseur D sur X est dit effectif (et on note D >g 0) s’il peut s’écrire
comme une combinaison linéaire & coeflicients positifs de diviseurs de
Cartier effectifs. Il est clair que, si D est un diviseur de Cartier effectif,
alors son image dans Div(X)g est un R-diviseur effectif. La réciproque
est vraie lorsque X est un schéma normal.

Soit K = k(X) le corps des fonctions rationnelles sur X. On appelle
systeme linéaire sur X tout sous-k-espace vectoriel de K qui est de rang
fini sur k. Si V est un systéme linéaire sur X, on désigne par k(V) la
sous-extension de K/k engendrée par les éléments de la forme a/b, on
a et b appartiennent a V' \ {0}.

Ezxzemple 3.2. — Pour tout diviseur de Cartier D sur X, on définit
H(D) :={f € K*| D +div(f) > 0} U {0}.

C’est un systéme linéaire sur X. En outre, on a un isomorphisme ca-
nonique entre H°(D) et H°(X, Ox(D)). Similairement, pour tout R-
diviseur de Cartier E, on définit

HY(E):={f € K*|E +div(f) =g 0} U{0}.

C’est aussi un systéme linéaire sur X. Rappelons que, si D est un divi-
seur de Cartier sur X, alors on a H(D) C HR(D®1). Ces deux espaces
sont identiques quand X est normal, mais ils sont en général différents
(voir [19] exemple 2.4.15] pour un contre-exemple).

3.4. Cas torique. — Dans le cas d’une variété torique, les systémes
linéaires et la géométrie des corps convexes sont étroitement liés. Le livre
de Fulton [23] donne une vue panoramique sur ce sujet. On se contente
ici d’une description succincte. Rappelons qu’une variété torique de di-
mension d sur k est par définition un schéma intégre et normal X sur
Spec k muni d’une immersion ouverte du tore T = Gihk dans X ainsi
qu’une action p : T x X — X qui prolonge I’action canonique de T sur
lui-méme, ot Gy, ; désigne le groupe multiplicatif sur .
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Les variétés toriques peuvent étre décrites de facon combinatoire. On
désigne par N = Hom(Gy, 1, T) = 7% le réseau des sous-groupes i un
paramétre de T. Soit M = Hom(/V,Z) son réseau dual, qui s’identifie
au groupe des caractéres de T. On appelle cone polyédral rationnel dans
Ng tout sous-ensemble o de Ng de la forme

U:{)\1U1++)\TUT‘()\177AT‘)€R:»}7

ou {v1,...,v,} est une famille finie d’éléments de N (on dit que o est
engendré par la famille {v1,...,v,}). Etant donné un coéne polyédral
rationnel o dans Ng, on désigne par oV le sous-ensemble de Mg des
vecteurs « tels que a(x) > 0 pour tout x € o (on identifie My a
I'espace des formes linéaires sur Ng). Il s’avére que 0¥ est un cone
polyédral rationnel dans Mg, appelé cone dual de o. En outre, on a
oV = o si on identifie N au bidual de lui-méme. Rappelons que le
lemme de Gordan montre que M, := M No" est un sous-semi-groupe
de type fini de M.

Soit ¢ un céne dans Nr. On appelle face de o tout sous-ensemble de
la forme o NKer(p), out ¢ est un élément de 0. Toute face de o est un
cone polyédral rationnel. On dit qu'un coéne polyédral rationnel o est
strictement conveze si {0} est une face de o, ou de facon équivalente,
oV engendre Mr comme espace vectoriel sur R.

Pour tout coéne polyédral rationnel o qui est strictement convexe, on
désigne par X, le schéma affine Speck[M,]. Si 7 est une face de o,
alors k[M;] est une localisation de k[M,| par un élément et donc X,
s’identifie & un sous-schéma ouvert de X,. En particulier, le schéma
X{oy correspondant a la face {0} s’identifie au tore anyk = Spec k[M].
On a une action de Gﬁl,k sur X, qui correspond & 'homomorphisme
canonique

k(M| — k[M,] @4 k[M]

qui envoie e sur e® ® e* (a € M,). Cette action étend ’action cano-
nique de Gy, ;. sur lui-méme. Donc X, est une variété torique affine. On
peut montrer que le schéma X, est toujours intégre et normal; il est
régulier si et seulement si o est engendré par une base de N sur Z (cf.
[23] §2.1]).

On appelle éventail toute famille finie 3 de cones polyédraux ration-
nels strictement convexes dans Ng telle que, pour tout (o,0’) € 2,
I'intersection o N o’ est une face commune de o et o’. Etant donné un
éventail X, le recollement des schémas affines X,, 0 € 3, forme un
k-schéma que ’on note Xs. Les actions du tore T sur X,, o € X, se
recollent en une action de T sur Xy qui prolonge l'action canonique
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de T sur lui-méme. Ainsi Xy, est une variété torique, appelé la variété
torique correspondant a X. Le k-schéma Xy est propre si et seulement
si 3] = Uyex 0 = Nr (cf. [23] §2.4]).

Soient ¥ un éventail et Xy, la variété torique correspondant & 3. On
appelle T-diviseur de Cartier sur X tout diviseur de Cartier invariant
par T. Soit D un T-diviseur de Cartier sur Xx. Localement sur un
ouvert affine X,, 0 € X, le T-diviseur de Cartier D est représenté
par une fonction rationnelle sur X, qui est invariante par 'action de
T, qui est donc de la forme e™®, ol «, est un élément de M. La
condition de recollement s’interpréte comme suit : pour tout couple
(0,0") € ¥2, la différence a, — a,s appartient & M, N M,,. On peut
ainsi faire correspondre biunivoquement ’ensemble des T-diviseurs de
Cartier a celui des fonctions de support virtuelles sur ||, a savoir les
fonctions 1) : |X] — R telles que, pour tout o € X, la restriction de ¢ a
o s’identifie a la restriction d’une forme linéaire dans M. Si ¢ : |£| — R
est une fonction de support virtuelle, on désigne par D, le T-diviseur
de Cartier correspondant. Le diviseur D, est effectif si et seulement si
la fonction 1) est négative. En outre, deux T-diviseurs de Cartier D,
et D, sont rationnellement équivalents si et seulement si la différence
1 — @ s’identifie & la restriction d’une forme linéaire dans M.

Soient ¥ un éventail et ¢ : |X| — R une fonction de support virtuelle.
L’espace H 0(Dw) est canoniquement isomorphe a ’espace vectoriel libre
engendré par (voir [23] §3.5] pour les détails)

{e"|a € M, ¢(x) < a(x) pour tout = € |X|}.
En particulier, si on désigne par Ay, I'ensemble (,cx Ay (o), ol
Ay(o) ={a e Mg |Vz €0, Y(x) < a(x)},

alors on a

H(Dy) = @ ke
a€A¢ﬁM

Ainsi Dalgebre graduée @,,cny H(nDy) s’identifie a I'algeébre du semi-
groupe

[(Ay) ={(n,a) eENx M|n>1, tae Ay} U{(0,0)}

dans N x M = N x Z%, et la méthode combinatoire décrite au §2| peut
étre utilisée pour étudier la fonction de Hilbert-Samuel d’un diviseur
invariant par le tore dans une variété torique.
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3.5. Corps convexe de Newton-Okounkov. — La méthode du
corps de Newton-Okounkov permet de relier ’étude des systémes li-
néaires gradués et la géométrie des corps convexes dans le cas général.
Soient X un k-schéma intégre (non nécessairement torique) et K le
corps des fonctions rationnelles sur X. On entend par systéme linéaire
gradué sur X toute sous-k-algébre graduée

Vo= V1"

neN

de ’anneau des polynémes

K[T)= KT"
neN
telle que chaque V,, soit un systéme linéaire.

Supposons que le k-schéma X posséde un point rationnel régulier
x. L’anneau local Ox , est régulier et son corps des fractions s’iden-
tifie & K. Son complété est isomorphe & 'algébre des séries formelles
k[T1,...,Tq] (cf. [2I, Proposition 10.16]). On munit le groupe Z%
de la relation d’ordre lexicographique et on considére ’application
k[T1,...,Tq] — Z¢ U {400} qui envoie toute série formelle

Z )\an” . T;‘i,

a=(ai,...,aq)END
sur (avec la convention inf @ = +00)
inf{a € N¢| \, # 0}.
La composition de cette application avec I’homomorphisme d’inclusion

Ox. — k[T1,...,T;] donne une application v : Ox, — N U {+o0}
qui s’étend en une application v : K — Z% U {400} en prenant

v(f/g) = v(f) —v(g) pour (f,g) € K* g #0.

Il s’avére que, pour tout systéme linéaire gradué V,, 'application v in-
duit une valuation homogéne sur V, a valeurs dans Z%. On peut donc
appliquer la méthode combinatoire du paragraphe précédent pour ob-
tenir le résultat suivant (voir [30], théoréme 4] et [33, théoréme 2.13]).

Théoréme 3.3. — Soit V, un systéme linéaire gradué sur X. On sup-
pose que V, est birationnel, c’est-a-dire K = k(V,,) pour un certain
n € Nxy. Soit

N(V.) := {n e N|V,, # {0}}.
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Alors la limite

. rg (Vi)
1(V,) := |
vol(V2) neN(V.l)I,I:L—>+oo nd/d!

existe dans ]0,+00]. En outre, on a
vol(V})
d!

St de plus V, est contenu dans un systéme linéaire gradué de type fin,
alors A(T'(V,)) est compact et vol(V,) est fini.

= vol(A(T'(W,))).

Dans le cadre géométrique, la méthode combinatoire permet de ti-
rer plus d’information géométrique que l'interprétation de la fonction
volume par la mesure de la partie convexe A(V,) := A(I'(V,)) (appe-
lée corps de Newton-Okounkov dans la littérature). Par exemple, en
utilisant le fait que la valuation homogéne & valeurs dans Z¢ provient
d’une valuation sur K, on déduit de I'inégalité de Brunn-Minkowski le
résultat suivant (cf. [6, Proposition 2.10]) pour un variant de cet énoncé
pour les systémes linéaires gradués filtrés. Voir [39] pour un survol sur
I'inégalité de Brunn-Minkowski dans le cadre de la géométrie convexe,
voir aussi [42] pour des liens avec I'inégalité d’indice de Hodge.

Théoréme 3.4. — Soient U,, V, et W, trois systéemes linéaires gradués
sur X qui sont birationnels. On suppose que, pour tout n € N assez
grand, on a

Up Vi ={fg|f€Upn, g€V} CW,.
Alors on a
AU +AMV) =={z+ylz e A(UL), y € A(V)} € AWL).
En particulier,

vol(U.)é + vol(V.)é < VOI(W-)é-

4. Version métrique

Dans ce paragraphe, on suppose que le corps k est muni d’une valeur
absolue |-| telle que la topologie sur k induite par || est compléte.
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4.1. Norme déterminant. — Soit (V,||-]]) un espace vectoriel
normé de rang fini sur k. On munit dét(V') du déterminant ||-||as de la
norme ||-||, défini comme

Vi edét(V), lnllaes := inf{{[z1]l--- el [n =22 A A}

Soit R, = @,,cn 2 une k-algébre graduée telle que chaque R,, soit un
espace vectoriel de rang fini sur k. Pour tout entier n € N, on fixe une
norme |||, sur Pespace vectoriel R,,. La version métrique du probléme
de Hilbert-Samuel cherche & déterminer le comportement asymptotique
de la suite {(dét(Ry), ||-|[n,ast)} d’espaces vectoriels normés de rang 1
sur k.

4.2. Espace de Berkovich. — Dans le cadre géométrique ot R, est
un systéme linéaire gradué, la suite de normes (||-||n)nen provient sou-
vent d’une métrique, ot la théorie de Berkovich est un cadre adéquate
pour sa construction, surtout quand la valeur absolue |-| est non ar-
chimédienne. Soit X un schéma sur Spec k. Ensemblistement 1’espace
de Berkovich associé & X est par définition I’ensemble des couples
x = (j(x),]|z), ot j(x) est un point schématique de X, et |-|, est une
valeur absolue sur le corps résiduel k(j(x)), qui prolonge la valeur ab-
solue |-| sur k. On désigne par R(x) le séparé complété du corps k(j(x))
par rapport a la valeur absolue |-|;. Si s est une fonction réguliére sur
un voisinage ouvert de j(z), on désigne par s(x) I'image de la classe
résiduel de s en j(x) par Papplication d’inclusion x(j(x)) — k(x).

L’ensemble X®" est naturellement muni d’une topologie de Zariski,
celle la moins fine qui rend 'application j continue. Berkovich a défini
une autre topologie sur X", qui est plus fine que la topologie de Zariski
(voir [2]). Soit U un sous-schéma ouvert de X et f une fonction réguliére
sur U. Pour tout point = € U", on désigne par |f|(x) la valeur absolue
de f(x) par rapport a |-|z. On obtient ainsi une fonction | f| : U** — R,.
La topologie de Berkovich sur X?" est définie comme la topologie la
moins fine qui rend continue 'application j et toutes les fonctions de
la forme |f], ot f parcourt l’ensemble des fonctions réguliéres sur les
sous-schémas ouverts de X.

La construction de ’espace de Berkovich est fonctorielle. Si ¢ : Y —
X est un morphisme de k-schémas, on désigne par ¢*" : Y& — X"

I'application qui envoie y = (j(y),||y) € Y sur (¢(5(y)), ||y © ¢§'(y))’
ou g.(y) : k(0(4(y))) — k(j(y)) est le morphisme de corps résiduel
défini dans la structure du morphisme de schémas ¢ : Y — X. Cette
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application est continue si on munit Y?" et X?" de la topologie de
Berkovich.

4.3. Faisceaux inversible métrisé. — Soit L un &x-module inver-
sible. On appelle métrique sur L toute famille ¢ := (|-|,(z))zexan, ol
chaque |-|,(x) est une norme sur L(z) := L ®¢, K(z). On dit que la

métrique ¢ est continue si, pour tout sous-schéma ouvert U de X et
toute section s € H°(U, L), la fonction

|slp = (x € U™) ¥ |s(2)[o(2)

est continue sur U?". Dans le cas ot le morphisme canonique de sché-
mas X — Speck est propre, ’espace topologique X?" est compact. En
particulier, pour toute section s € H%(X, L), on a

sllgsup := sup |[s]p(7) < 400,
reXan

et ||| p,sup définit une norme sur H°(X, L), qui est ultramétrique lorsque
|-| est non archimédienne. Cette norme est appelée la norme du supre-
mum associée a la métrique .

Si p et ¢’ sont deux métriques sur le méme &'x-module inversible L,
alors il existe une fonction strictement positive A sur X2" telle que

Vo e X™,  [p(z) = A@)| g ().
On définit la distance entre ¢ et ¢' comme

d(p,¢') = sup [InA(z)].
reXan

Si X est propre sur Speck et si les métriques ¢ et ¢’ sont continues, la
distance entre ¢ et ¢’ est finie.

Similairement, si V' est un espace vectoriel de rang fini sur k et si ||-||
et ||| sont deux normes sur V, on définit

([l 1) == sup |In|ls|| —Ins|].
0#seV

Soit L un Ox-module inversible, muni d’une métrique ¢. Soit ¢ :
Y — X un morphisme de schémas. Si y est un point de Y*" et si = est
I'image de y dans X®" par ¢*", alors (kK(y), ||y) est une extension valuée
de (kK(x),||«). En particulier, la norme |-|,(z) sur L(z) = L ®4, R(x)
induit par extension de corps une norme sur

(D)) = i*(L) @0y R(y) = L(z) @y RY).

On obtient ainsi une métrique sur i*(L) que 'on note i*(p), appelée la
tirée en arriére de ¢ par le morphisme i. Cette métrique est continue
lorsque ¢ est continue.
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Ezemple 4.1. — Soit (V,||-||) un espace vectoriel normé de rang fini
sur k. Soit Oy (1) le faisceau inversible universel de espace projectif
7 : P(V) — Speck. Rappelons que 'on a un homomorphisme surjectif
universel de Op(y)-modules f : 7*(V) — Oy(1), et tout k-point p :
Spec A — P(V') de P(V) a valeurs dans une k-algébre A correspond a
un A-module quotient projectif de rang 1 de V ®; A, donné par

p () p* (@ (V) — p*(Ov(1)).
En particulier, si x est un point de X?", alors la norme ||| sur V
induit par extension des scalaires une norme ||-[|,) sur V ®y £(z) puis
par quotient une norme sur &y (1)(x). On obtient ainsi une métrique
continue sur Oy (1), appelée métrique de Fubini-Study associée a |-||,
notée |-|ps.

On peut montrer que, si ||| et ||-||" sont deux normes sur le méme
espace vectoriel V' qui est de rang fini sur k, alors on a

d(|[es; [-lrs) < d(lIL 1)

I'égalité est satisfaite si |-| est archimédienne (par le théoréme de Hahn-
Banach) ou si ||-|| et ||-|| sont toutes deux ultramétriques.

Dans le cas ot [-| est une valeur absolue non archimédienne et non
triviale, une autre fagon d’obtenir une métrique continue consiste a
construire la métrique & partir d’'un modéle entier. Soit 0; "anneau de
valuation de (k,|-|). Si X est un schéma projectif sur Speck et L est
un Ox-module inversible, on entend par modéle de (X, L) la donnée
d’un og-schéma projectif et plat X et d'un Ox-module inversible £ tels
que la fibre générique de X est isomorphe a X et que la restriction de
£ a la fibre générique est isomorphe & L. Si x est un point de X?", on
désigne par o, 'anneau de valuation de k(z). Par le critére valuatif de
propreté, le morphisme canonique p, : Spec k(z) — X s’étend de fagon
unique en un morphisme &2, : Speco, — X. La tirée en arriére &7;(£)
induit une norme |-|¢(z) sur L(x) telle que

Vs e L(z), |s|e(z)=inf{|a|,|a € R(z)*, a"ls € Z5(L)}).

On peut montrer que |-|¢ définit une métrique continue sur L, appelée
la métrique induite par le modéle (X, £).

4.4. Version métrique du théoréme de Hilbert-Samuel. —
Soient X un schéma projectif sur Speck et L un &'x-module inversible
ample, et ¢ une métrique continue sur L. Pour tout z € X" et tout
entier n € N, I'espace vectoriel L¥"(z) sur &(z) est la ni®™® puissance
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tensorielle de L(z). Ainsi la norme |-|,(x) induit par puissance ten-
sorielle une norme |-|p,(z) sur L& (z) telle que, pour tout élément
¢ e L(x), on ait

(4) 5" () = [€] ()"

Ainsi on obtient une métrique ny sur L", qui est continue. On munit
Pespace vectoriel HY(X, L®™) de la norme |||y sup-

Pour simplifier, on suppose que s est une section globale dans
H°(X, L) qui induit une suite exacte

0 — HO(X, L8V 5 HO(X, L%") — HO(Y,i*(L®")) — 0,

ol n est un entier positif, Y est le sous-schéma fermé de X défini par
I’annulation de s, et i : Y — X est le morphisme d’inclusion. On a un
isomorphisme canonique entre des espaces vectoriels de rang un sur k :

(5) dét(HO(X, LEMVY)) @ dét(HO(Y,i*(L®"))) = dét(HO(X, LZ™)).
Si on munit ces espaces de déterminant des normes

||'H(n—1)go,sup,déta ”'Hngﬂ,sup,dét et ”'Hi*(ngp),sup,dét’

respectivement, 1’isomorphisme n’est pas une isométrie en général.
Cependant, si la métrique ¢ est semi-positive, le défaut d’isométrie peut
étre décrit par des invariants de la métrique.

Définition 4.2. — Pour tout entier n > 1, soit ¢, la métrique conti-
nue sur L dont la ni®™€ puissance symétrique s’identifie a la tirée en
arriere de la métrique de Fubini-Study |-|ng sup,Fs sur Op(gox,reny)(1)
par 'immersion fermée X — P(HY(X, L&™)). On dit que la métrique ¢
est semi-positive si

Jm d(en, ) = 0.

Dans le cas ou la valeur absolue |-| est archimédienne, ¢ est semi-
positive si et seulement si elle est pluri-sous-harmonique (voir [44]);
dans le cas ot la valeur absolue || est non archimédienne et non triviale,
© est semi-positive si et seulement si elle est limite uniforme d’une suite
de métriques induites par des modéles amples sur I’anneau de valuation
de (k,|-|) (voir [18] §3]). Cette condition est aussi équivalente a la pluri-
sous-harmonicité non archimédienne (voir [29] §6] et [12] §6.8|).

Si la métrique @ est semi-positive, le défaut d’isométrie de I'isomor-
phisme ([5) peut étre estimé en fonction de la mesure de Monge-Ampére.
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On a

1 In || ’ ||n<p,sup,dét

(6) dimk(HO(Xa L®n)) ”'H(n—l)gp,sugdét Y H'Hi*(ncp),sup,dét
_ _/ In|s| e1 ()" + O(In(n)).

Dans le cas ot |-| est archimédienne, la mesure ¢; ()¢ est définie comme
la puissance extérieure du courant. Dans le cas non archimédien, cette
mesure est définie dans [11].

4.5. Méthode combinatoire. — Similairement au cas géométrique,
la méthode combinatoire peut aussi étre appliquée aux systémes li-
néaires gradués normés. Soient X un schéma projectif et intégre sur
Speck et V, un systéme linéaire gradué sur X. Rappelons que V, =
@D eny VaT™ est une sous-k-algebre graduée de K[T] = @,y KT, ol
K désigne le corps des fonctions rationnelles sur X. On suppose que
chaque espace vectoriel V,, est muni d’une norme |||, de sorte que,
pour tout (m,n) € N2, et tout (s, 5n) € Vin X Vi, on ait

(7) [8m.* Sullntm < [|Smllm - ||8alln-

Comme dans le cas géométrique, on suppose 'existence d’un point ré-
gulier x € X (k) et on fixe un systéme de paramétres {z1,..., 24} dans
I'anneau local régulier 0x ;. Ainsi '’homomorphisme de I'anneau des
séries formelles k[T1, ..., Ty] dans le complété % x,» qui envoie T; sur z;
est un isomorphisme.

Soit v : K — Z4U{+00} la valuation comme dans le paragraphe pré-
cédent. Cette valuation définit une Z?-filtration sur K (comme espace
vectoriel sur k) : pour tout a € Z%, soit

FUK)={se K|v(s) > a}.

Si V est un sous-espace vectoriel de rang fini de K, alors cette filtration
induit par restriction une Z%filtration sur V' que ’on note encore .#
par abus de notation. On a vu que la somme directe des sous-quotients

P P (V)

neN qezd

forme une k-algébre graduée qui est isomorphe & l'algébre du semi-
groupe I'(V,). Dans la suite, on identifie ces deux k-algébres graduées.
En outre, pour tout n € N et tout o € Z¢, la norme |||, sur V,,

induit par passage au sous-quotient une norme ||-||(, q)sq sSur gr(Vz).
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On déduit de I’hypothése @ que, si v et 7/ sont deux éléments de T'(V,),
alors

||67+7/||7+7’,sq < [l€7[|y,5q - He”'llvxsq-
Les normes déterminants ||-||,, g¢¢ sont naturellement liées a ces normes
sous-quotients. En effet, si on identifie V;, a
@ gra(Vn)7
acly,
on a
[|-[ln,det
rgk(vn) @aefn ||'||(n,o<),sq
ou Ty, ={a€Z|(n,a) e T(V,)}.
En utilisant la méthode dans [6] (voir aussi [45), [I7]), on obtient le
résultat suivant.

In

< In(rgy,(Va)),

Théoréme 4.3. — Soient X un schéma projectif et intégre de dimen-
sion d > 1 sur Speck qui posséde un point rationnel régulier, et V, un
systeme linéaire gradué sur V. On suppose que

1
sup — —In|le™)|| a)sq) < +oo.
n>1, aczd ( n () Sq)
(n,a)el'(Ve)
Alors la suite de mesures de probabilité
1

rgg (Vn) a%;d
(n,o)€l'(Ve)

6—1n\ TLGN(‘/.)

‘e(n,a) ”(n,a),sq’

converge faiblement vers une mesure de probabilité borélienne sur R,
ou 0y désigne la mesure de Dirac en x. En outre, si on désigne par G
la fonction concave sur A(V,) dont le graphe est le bord supérieur de
l’enveloppe convexe des points

1 n,x
E((nv a)a —1In He( ’ )H(n,a),sq)v (n7a) € P(V,), nz=l1,

alors la mesure de probabilité limite s’identifie a l'image directe de la
mesure uniforme sur A(V,) par la fonction G.

Remarque 4.4. — Soient ¥ un éventail tel que [¥| = RY, X = X,
la variété torique associée, et ¢» : R — R une fonction de support
virtuelle. On suppose que V, = @,,cy H’(nDy) est le systéme linéaire
gradué total du T-diviseur de Cartier Dy, et que, pour tout n € N, la
norme ||-||, est de la forme |||[nesup, O ¢ est une métrique continue
semi-positive sur &'(Dy) qui est invariante par I’action du tore. Il s’avére
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que la métrique ¢ correspond & une fonction concave f, : R? — R telle
que | f, — | soit une fonction bornée. Alors la fonction G décrite dans
le théoreme [£.3] s’identifie au dual au sens de Legendre-Fenchel de la
fonction convexe f,. On renvoie les lecteurs a [8] pour plus de détails sur
le point de vue de la géométrie convexe dans ’étude de 'arithmétique
des variétés toriques, et a [34] pour la géométrie d’Arakelov (notamment
la théorie de l'intersection arithmétique) des variétés toriques.

5. Cas arithmétique

Dans ce paragraphe, on suppose que k est un corps de nombres. On
désigne par X; 'ensemble des places de k. Pour toute place o € X, soit
|| la valeur absolue sur k qui prolonge la valeur absolue usuelle sur Q
(dans ce cas-1a la place o est dite archimédienne) ou la valeur absolue
p-adique pour certain nombre premier p, ol la valeur absolue de p est
1/p (dans ce cas-1a la place o est dite non archimédienne). On désigne
par k., le complété de k par rapport a la valeur absolue |-|,, sur lequel
la valeur absolue |-|, s’étend de fagon unique.

5.1. Fibré vectoriels adéliques sur un corps de nombres. —
On appelle fibré vectoriel adélique sur Speck la donnée V d’un espace
vectoriel de rang fini V' sur k et une famille de normes (||-||s)sex,,
ou chaque ||-||, est une norme sur V, := V ®y k,, qui satisfait aux
conditions suivantes :

(a) si la place o est non archimédienne, alors la norme ||-||, est ultra-
métrique;

(b) il existe une base (e;);_; de V sur k telle que, pour toute place
o € % sauf un nombre fini, on a

V(AL Ar) €KL, [Aer + -+ Averlle = max(| Ao, - - -y [Ar]o)-

Les fibrés vectoriels adéliques sont des cas particuliers des espaces adé-
liques rigides introduits dans le chapitre 2. On renvoie les lecteurs a
[24] pour une présentation détaillée de la théorie des fibrés vectoriels
adéliques, voir aussi [4] pour le cadre classique de fibrés vectoriels her-
mitiens sur ’anneau des entiers d’un corps de nombres.

Soit V un fibré vectoriel adélique sur Spec k. Le rang de V sur k est
appelé le rang de V. Si V est de rang 1, on définit son degré d’Arakelov
comme e

deg(V) == Y [ko : Q5] In||s]|s,

ocEY
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ou s est un élément non nul de V. Rappelons que la formule du produit

Vaek*, Y Infale=0
[ISNA

montre que cette définition ne dépend pas du choix de s. Plus généra-
lement, si V = (V, (||'||o)oex,)) est un fibré vectoriel adélique de rang
quelconque, on désigne par dét(V) la donnée (dét(V), (|||lo.aét)oes,)
et on définit le degré d’Arakelov de V' comme (Te\g(dét(V)) (voir §2 du
chapitre 2 infra pour la construction du degré d’Arakelov dans le cadre

des espaces adéliques rigides).

5.2. Fibrés inversibles adéliques sur une variété arithmétique.
— Soit m : X — Speck un schéma projectif sur Speck. On appelle
fibré inversible adélique sur X la donnée L d'un Ox-module inversible
L et d’une famille (¢s)sex, de métriques, ot chaque ¢, est une mé-
trique continue sur L, la tirée en arriére de L par le changement de base
Xk, = X, quisatisfait a la condition suivante : il existe un modéle entier
(Z',2Z) de (X, L) tel que, pour toute place non archimédienne o sauf un
nombre fini, la métrique ¢, soit induite par le modele (25, ,-%, ) de
(Xo, Ly), ot 0, est 'anneau de valuation de k,. Rappelons qu'un mo-
deéle entier de (X, L) est par définition la donnée (£,.¢) d’un schéma
projectif et plat 2" sur I’anneau des entiers algébriques dans k& dont la
fibre générique est isomorphe & X, ainsi qu’'un &g -module inversible
% dont la restriction & la fibre générique est isomorphe & L. Il s’avére
que

(L) = (H*(X, L), ('l g sup)oes,.)

est un fibré vectoriel adélique sur Speck.

5.3. Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique. — Si L =
(L, (¢5)oex,) est un fibré inversible adélique sur X, pour tout entier
n € N, on désigne par %" le fibré inversible adélique (L®", (ngs)oex,,),
oll ny, désigne la n'®™° puissance tensorielle de ,, définie dans la
formule .

Comme le degré d’Arakelov peut étre calculé par une somme par
rapport aux places de k, on déduit de la version métrique du théoréme
de Hilbert-Samuel le résultat suivant.

Théoreme 5.1. — Sowent m : X — Speck un schéma projectif intégre
de dimension d sur Speck et L un fibré inversible adélique sur X. On
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suppose que L est ample et que les métriques p, sont semi-positives,
alors on a

= deg(¢1(L)!").

o deg(m (T)

n—rtoo ndtl /(d 4 1)!

5.4. Cas sans hypothése d’amplitude. — Dans le cas ot L n’est
pas ample, la méthode de dévissage ne s’applique plus. Pour contourner
cette difficulté, on applique le théoréme [4.3| au cas ou la valeur absolue
est triviale. On désigne par |-|o la valeur absolue triviale sur k. Si V'
est un fibré vectoriel adélique sur Speck, on définit une norme |-||3-
comme suit (ol on considére la valeur absolue triviale sur k). Pour tout

s € V' \ {0}, soit deg(s) le nombre
- Z (ko : Qs In |5l

oEY

appelé le degré d’Arakelov de s. Pour tout s € V, soit ||s||y I'infimum
de 'ensemble des A > 0 tels que s puisse s’écrire comme une combinai-
son linéaire & coefficients dans k£ des vecteurs non nuls de V' de degré
d’Arakelov au moins — In(A). Comme |-|g est la valeur absolue triviale,
la restriction de |[|-[[5- a V'\ {0} ne prend qu’un nombre fini de valeurs,
dont le cardinal ne dépasse pas le rang de V sur k. Ces valeurs sont
précisément les minima successifs au sens de Thunder [43]. Ces minima
sont naturellement liés aux invariants arithmétiques de V via le lemme
de Siegel (voir |25]). Notamment on a

&) =™

ot B(V,e™!) désigne la boule fermée dans V de rayon e~ et centrée a
lorigine. En outre, si on désigne par h°(V) le logarithme du nombre
des éléments s € V' tels que sup,cy, [|s]lo < 1, alors on a

O )

Soit L un fibré inversible adélique sur un k-schéma projectif et intégre
X. On suppose que X posséde un point rationnel régulier. Pour tout
n € N, soit V,, := m, (f®n). Il s’avére que la suite de normes ([|[|57, Jnen
satisfait & la condition de sous-multiplicativité . Ainsi on déduit du
théoréme {.3[le résultat suivant (voir [6l théoréme 3.7]).

&@m+4m%BMemFommmm»

o~

0T e —tyy|
W)+ [ tdrg(BIV.e )| = Oltatugy (V)

Théoreme 5.2. — Soient m : X — Speck un schéma projectif et
inteégre, de dimension d sur Speck et L un fibré inversible adélique sur
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X tel que L soit gros. Pour tout n € N, soit V,, := ﬂ*(f®n). Il existe
alors une fonction concave G sur le corps de Newton-Okounkov A(L)
de l'algebre graduée @, cn Vi telle que

o deg(V)
1 1 —_— = d
(10) n—1>I—iI-100 nd1/(d +1)! A(L) G(x)d,

(11) T U (2 R / max(G(z), 0) dz
n—-+oo n(d+1)/(d—|— 1)! o A(L) ’ )
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