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CONVERGENCE DES POLYGONES DE
HARDER-NARASIMHAN

Huayi Chen

Résumé. — On interpréte la théorie des polygones de Harder-Narasimhan par le
langage des R-filtrations. En utilisant une variante du lemme de Fekete et un argument
combinatoire des monomes, on établit la convergence uniforme des polygones associés
4 une algébre graduée munie de filtrations. Cela conduit & ’existence de plusieurs
invariants arithmétiques dont un cas trés particulier est la capacité sectionnelle. Deux
applications de ce résultat en géométrie d’Arakelov sont abordées : le théoréme de
Hilbert-Samuel arithmétique ainsi que ’existence et 'interprétation géométrique de
la pente maximale asymptotique.

Abstract (Convergence of Harder-Narasimhan polygons). — We interpret the theory of
Harder-Narasimhan polygons by the language of R-filtrations. By using a variant
version of Fekete’s lemma and a combinatoric argument on monomials, we establish
the uniform convergence of polygons associated to a graded algebra equipped with
filtrations. This leads to the existence of several arithmetic invariants a very particular
case of which is the sectional capacity. Two applications in Arakelov geometry
are developed: the arithmetic Hilbert-Samuel theorem and the existence and the
geometric interpretation of the asymptotic maximal slope.

(© Mémoires de la Société Mathématique de France 120, SMF 2010






TABLE DES MATIERES

Introduction ...... ... .. . 7
1. Rappels et préliminaires ........... .. ... . 13
1.1, Notations . ..onutntt et e e e e 13
1.2. Filtrations des espaces vectoriels .............ouviiiiiiiiiiieiiiieannn. 14
1.2.1. Définition et constructions ...............ccoiiiiiiiinenienieennn.. 14
1.2.2. Mesure associée & une filtration ............ ... .. ... ...l 16
1.2.3. Extension de base ........ ..o e 18
1.2.4. Opérations sur les mesures .............coiuiiiiiinenienneann.. 18
1.2.5. Polygone assoCié & UNe MEeSUIe . ...........evuteneeneennenneneennenn. 18
1.2.6. COnVENTIONS . ..ottt ettt e e 21
1.3. Suites presque sous(sur)-additives ........... ... 21
1.4. Quelques faits dans la géométrie algébrique ...................c..oi... 25
2. Filtrations de Harder-Narasimhan ............. ... .. ... .. .. 29
2.1. Fibrés vectoriels adéliques ............oiuiiiniii i 29
2.1.1. Définition, degré d’Arakelov et pente .......... ...t 30
2.1.2. Inégalité de pentes ........coouiiiniii i 32
2.1.3. Fibrés adéliques hermitiens ......... ... i 33
2.1.4. Pente minimale du produit tensoriel ............. .. ... ..ol 35
2.1.5. Comparaison des fibrés vectoriels adéliques aux fibrés adéliques
hermitiens ... ..o e 35
2.1.6. Application a I’étude du produit tensoriel .......................... 36
2.1.7. Produit tensoriel avec un fibré inversible adélique .................. 38
2.2. Filtration et polygone de Harder-Narasimhan ........................... 38
2.2.1. Semi-stabilité et drapeau de Harder-Narasimhan ................... 38
2.2.2. Filtration de Harder-Narasimhan ................ ... . ..ooia... 39
2.2.3. Polygone de Harder-Narasimhan .............. ... .. .. ... .. .. 41
2.3. Cas de corps de fonctions .......... ..ot 42
2.3.1. Fibré vectoriel adélique sur un corps de fonctions ................... 42
2.3.2. Pentes, filtration et polygone de Harder-Narasimhan ............... 44
3. Convergence des POlygOnes ..............iiuiiuiiiiiiii i 47

3.1. Cas de modules bigradués ............coouiiiiiiiiiiiiiiiiiii i, 47



TABLE DES MATIERES

3.1.1. Séries de Poincaré & deux variables ............ ... ..ol 48
3.1.2. Mesures associées & une série & deux variables ...................... 51
3.1.3. Convergence des POLyZONES ..........ovuieirteieeneneaneannnnns 56
3.2. Algebres graduées quasi-filtrées et pseudo-filtrées ........................ 57
3.2.1. Algeébre graduée quasi-filtrée ......... ... il 58
3.2.2. Algébre graduée pseudo-filtrée ........ .. ... il 61
3.3. Convergence des mesures : cas d’une algébre de polynémes .............. 61
3.3.1. Combinatoire des points entiers dans des simplexes ................. 62
3.3.2. Convergence vague des MESUTES . .....c.uenuentemteeneeneeneennennens 66
3.3.3. Variante pseudo-filtrée ......... .. .. .. i 69
3.4. Convergence des mesures : cas général .............. ... i, 69
3.4.1. Condition de CONVErgence VAZUE .. ..........eeureenueenneenneennenns 70
3.4.2. Théoréme de convergence des MeSUIES ............oeuuenneennennnnn. 71
3.4.3. Variante pseudo-filtrée .......... .. .. . 76
CAPPLCAations . ... 77
4.1. Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique .............................. 77
4.1.1. Comparaison des limites ..............oiuiiiiiiiiniiiiiniannn. 77
4.1.2. Algébre en fibrés vectoriels adéliques ............ ..., 78
4.1.3. Existence de la capacité sectionnelle ............ .. ... .. ... L 81
4.1.4. Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique .......................... 83
4.1.5. EXEmPLES ..ot e 86
4.2. Pente maximale asymptotique ............. .. i 89
4.2.1. Sur-additivité de la pente maximale asymptotique .................. 90
4.2.2. Pente maximale asymptotique d’un fibré inversible hermitien
QUELCONQUE ..o 91
4.2.3. Pente maximale asymptotique d’un fibré vectoriel hermitien ........ 96
4.2.4. Lien avec une condition d’annulation ............... ... ... ... ... 97
4.3. Polygones et pentes asymptotiques en géométrie relative ................ 103
4.3.1. Polygone et pentes asymptotiques ...........c..cviiiiiiiiiiii.. 104
4.3.2. Théoréme de Hilbert-Samuel ........... .. ... .o, 104
4.3.3. Pente maximale asymptotique .......... ... ... il 106
4.3.4. Pente maximale asymptotique et annulation de section globale ..... 110
4.3.5. Pente maximale asymptotique d’un fibré vectoriel .................. 111
Bibliographie ...........o 113

MEMOIRES DE LA SMF 120



INTRODUCTION

Dans l'approximation diophantienne, on s’intéresse & étudier les solutions
rationnelles d’un systéme d’équations polynomiales & coefficients dans un corps
de nombres. L’approche d’Arakelov, qui est une combinaison de la théorie des
schémas & la Grothendieck avec la géométrie complexe hermitienne, fournit un cadre
géométrique bien adapté aux équations polynomiales en tenant compte les métriques.

Un formalisme important dans ce cadre est ’application d’évaluation et la méthode
de pentes dues a Bost [6, 9]. Etant donnés un corps de nombres K, une variété
projective X définie sur K et un faisceau inversible ample L sur X, I'’espace H°(X, L)
peut étre considéré comme un espace de “polynémes homogénes”’. L’application
d’évaluation (notée EVy ) est un homomorphisme de H?(X,L) vers H°(Z, L|x)
défini par restriction des sections & 3, ol ¥ est un sous-K-schéma fermé de X. Cela
généralise la construction classique qui consiste & évaluer les valeurs des polynoémes
homogénes en un ou plusieurs points rationnels.

Quitte & choisir un modéle entier de (X, L) et une métrique hermitienne sur Lc,
la source et le but de I'application EVy ; deviennent des espaces vectoriels sur K
associés & certains fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok, ou O est anneau des
entiers dans K. On obtient, en utilisant les inégalités de pentes, des éléments non-
nuls dans H%(X, L) dont I'image par EVy, 1, est nulle. Classiquement ces éléments sont
appelés des “polyndmes auxiliaires” qui sont des objets essentiels dans I’approximation
diophantienne, souvent construits par le lemme de Siegel.

L’intérét de la méthode de pentes est de transformer une “démonstration
de transcendence” a une seule inégalité. Cette inégalité, dont les ingrédients
sont des invariants arithmétiques naturellement définis, comme la hauteur d’un
homomorphisme K-linéaire, le degré d’Arakelov et la pente d’un fibré vectoriel
hermitien, permet de séparer les contributions de différents termes, et de donner un
cadre plus souple pour diverses méthodes d’estimation.

Dans de nombreuses applications, on considére une suite d’applications d’évaluation
EVsy ren et étudie leur comportement asymptotique lorsque n tend vers l'infini. Il est
donc nécessaire de comprendre le comportement asymptotique des fibrés vectoriels
hermitiens dont les espaces vectoriels sous-jacents sont les H°(X, L®™).

Le premier résultat dans cette direction est le théoréme de Hilbert-Samuel
arithmétique da a Gillet et Soulé [23]. Soient (27, .%) un modéle entier de (X, L) et
7 : 2 — Spec O le morphisme structurel. Si on munit Pespace vectoriel H%(X, L")

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



8 INTRODUCTION

des sup-normes, le @) x-module m,(.Z®") peut étre considéré comme un réseau dans
un espace vectoriel normé. Gillet et Soulé ont montré que, si les métriques sur L sont
positives, alors

|
L (dD)!

notoo ndtl X(W*("g@n)v ” ! ”sup) = Al(y)tu_l,

ot d = dimX, ¢;(Z)%! est le nombre d’intersection arithmétique et x est la
caractéristique d’Euler-Poincaré, qui est le logarithme du volume de la boule unité
divisé par le covolume du réseau. Une reformulation de ce résultat est

— a«

. -~ n = )
Jim A, (£9m)/n = [K:Q(d+ 1)er (L)

ou 1 est la fonction de pente, qui est le degré d’Arakelov normalisé divisé par le rang.

d+1

Bien que les autres pentes comme par exemple la pente maximale fiyax, qui est la
valeur maximale des pentes des sous-fibrés, et la pente minimale [iy,;,, qui est la valeur
minimale des pentes des fibrés quotients, interviennent aussi naturellement dans les
inégalités de pentes, on sait relativement peu sur leur comportement asymptotique.
Par exemple, dans [7], Bost a démontré que les pentes maximales fimax (S™E) croissent
linéairement lorsque n tend vers 'infini. Il a aussi obtenu des majorations de ces pentes
maximales. Mais on ne sait pas en général si la limite des Jimax(S™E)/n existe dans
R. L’une des difficultés est que, contrairement a la fonction de pente fi, en général
la pente maximale et la pente minimale n’admettent pas d’additivité par rapport
aux suites exactes courtes, qui est une condition importante dans la technique de
dévissage.

Le but de cet article est alors d’étudier le comportement asymptotique des
fibrés vectoriels hermitiens. En particulier, on établit la convergence des suites
(Bmax(m(Z2™))/n)n>1 €t (Bmin (7 (-Z®™))/n)n>1. Pour surmonter la difficulté
d’absence de ’additivité, on utilise la technique de polygone de Harder-Narasimhan
avec le point de vue des R-filtrations et des mesures. Le polygone de Harder-
Narasimhan est initialement une notion en géométrie algébrique, proposée par
Harder et Narasimhan [28]. En géométrie d’Arakelov, cette notion est introduite
par Stuhler [42] et Grayson [24]. Si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ox,
le polygone de Harder-Narasimhan de E est par définition la fonction concave sur
[0,rg E] dont le graphe est le bord supérieur de lenveloppe convexe des points
(rg F, d/e\gn(F)), ol d/e\gn (F) est le degré d’Arakelov normalisé¢ de F. On désigne par
P la forme normalisée de ce polygone, c’est-a-dire la fonction définie sur [0, 1] dont
le graphe est similaire & celui du polygone de Harder-Narasimhan. L’avantage du
polygone normalisé est qu’il permet d’étudier les diverses pentes en méme temps :

AE) = P5(1),  fimax(E) = lim Pp(t),  fimin(E) = lim (1),
Les sommets du polygone de Harder-Narasimhan correspondent & un drapeau de E :

E=FE2FE 2 2E;=0

MEMOIRES DE LA SMF 120



INTRODUCTION 9

tel que les sous-quotients F;/F; 1 soient semi-stables (c’est-a-dire p; := (E;/E;y1)
coincide avec [max(Fi/Fit1)) et que les pentes successives u; satisfassent aux
inégalités pg < --- < pg—1. Classiquement le drapeau comme ci-dessus s’appelle la
filtration de Harder-Narasimhan de E. Mais la donnée d’un drapeau et d’une suite
strictement croissante de nombres réels de la méme longueur définit en fait une

R-filtration décroissante. Dans la figure 1, le graphe & gauche représente la dérivée

F1GURE 1. Dérivé du polygone normalisé et la fonction de distribution

A
Hd-1
Hd-2:
Hd-3;
. . > Ey 1A
0| tgitas tas -+ ta t1 1 \LL ty
: - Ez. to
M1 -
‘ ‘Eg.3
Ho a8
E
b d-2
Egq1
ta-1
Ed‘
1o pr o 0 g3 Hd-2 Hd-1

du premier ordre de la fonction Pz, ot t; = rg E;/rg E. C’est une fonction d’escalier
définie sur [0, 1]. Le graphe a droite représente la fonction inverse de la fonction dans
le graphe & gauche. C’est une fonction décroissante d’escalier définie sur R qui prend
valeurs dans [0, 1]. Elle définit donc une mesure de probabilité borélienne vz sur R. Si
on place convenablement les F;, comme présenté dans le graphe a droite, on obtient
une R-filtration décroissante de E' qui induit par changement de scalaire & K une
R-filtration décroissante 7% de E.

Réciproquement, si on se donne un espace vectoriel de rang fini et non-nul V' sur
K muni d’une R-filtration &, alors la fonction z +— rg(F,V)/rgV est une fonction
d’escalier décroissante, comme celle dans le graphe a droite. L’intégrale de son inverse
définit une fonction concave et linéaire par morceaux — c’est-a-dire un polygone —
sur [0,1]. En résumé, on a des applications naturelles

sur R combinaisons linéaires de
mesures de Dirac

{espaces vectoriels de

polygones}
rang fini R-filtrés ’

mesures de probabilité boréliennes
} { } {sur [0,1]
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10 INTRODUCTION

dont la derniére est une bijection, qui envoie vz en Pg. Cela nous permet d’utiliser
les espaces R-filtrés et les mesures boréliennes sur R a étudier les fibrés vectoriels
hermitiens. En outre, des constructions similaires existent dans le cadre géométrique
des fibrés vectoriels sur une courbe.

L’algébre B = @n}O HO(X, L®") des sections globales, munie des filtrations de
Harder-Narasimhan, est une algébre graduée de type fini munie des R-filtrations.
On a expliqué plus haut que l'information des pentes et des polygones de Harder-
Narasimhan est complétement encodée dans les R-filtrations de B. On propose deux
stratégies différentes & étudier le comportement asymptotique de ces filtrations.
La premiére est inspirée par un travail de Faltings et Wiistholz [20], qui est une
généralisation de la théorie des séries de Poincaré — un instrument important &
étudier les algébres graduées, classiquement utilisée pour déterminer le comportement
asymptotique des rangs des composantes homogénes. Bien que cette approche permet
de calculer explicitement la limite des polygones, elle n’est valable que pour le cas
particulier ou les filtrations sont induites par une autre graduation de B. L’une des
obstructions d’utiliser la méthode de série de Poincaré au cas général est que, dans
une algébre graduée, le degré du produit de deux éléments homogénes est égal a
la somme de leurs degrés; par contre, dans l’algébre munie des filtrations qui nous
intéresse, en général on sait seulement une minoration de la position d’un produit
dans la filtration par la somme des positions de chaque élément, avec méme un
terme d’erreur. Cette observation conduit & la deuxiéme stratégie : suites presque
sur-additives et lemme de Fekete. Le lemme de Fekete est une méthode classique a
déterminer la convergence d’une suite sous(sur)-additive : si (an)n>1 est une suite
réelle qui est sur-additive, & savoir a,1,, > a, + a,, quels que soient m,n, alors la
suite (a,/n),>1 converge dans R U {+oco}, et la limite est finie lorsque a,, = O(n).
On établit d’abord la presque sur-additivité de la suite des mesures associées aux
filtrations de 'algébre graduée, et on en déduit la convergence vague des mesures
dilatées en faisant appel & une variante du lemme de Fekete. Enfin on obtient la
convergence uniforme des polygones par le lien entre les mesures et les polygones.
Par une méthode similaire, I’existence des limites de pentes maximales et de pentes
minimales est aussi obtenue.

Les résultats obtenus dans cet article peuvent étre comparés & un travail de Rumely,
Lau et Varley [41] sur lexistence des capacités sectionnelles. La capacité sectionnelle
est un invariant qui généralise simultanément la capacité logarithmique d’un diviseur
en géométrie complexe, et le nombre d’auto-intersection d’un fibré inversible hermitien
en géométrie d’Arakelov. Le résultat sur la convergence des polygones que ’on obtient
implique en particulier ’existence et la positivité de la capacité sectionnelle au cas des
normes (dans [41], les auteurs considérent un cadre plus général des semi-normes) et
donc implique le théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique. De plus, la convergence
des polygones est valable pour toute algébre graduée de type fini munie de filtrations
convenables. Donc le polygone limite est un invariant arithmétique qui existe dans un
cadre trés général et qui généralise de nombreux invariants intéressants.

MEMOIRES DE LA SMF 120



INTRODUCTION 11

Dans le cas ou .Z est ample et les métriques sur L sont positives, la valeur en 1
de la limite des polygones est liée au nombre d’intersection arithmétique de Z. Il
est donc trés naturel d’étudier les interprétations géométriques des autres invariants
limites. Dans cet article, on propose une telle interprétation pour la pente maximale
asymptotique I7,. (Z) — la limite des ﬂmax(m(§®n))/n — par une propriété
d’annulation de section de petite norme. En outre, on démontre que cette pente
maximale asymptotique est sur-additive par rapport a .Z. Cette observation nous
permet d’étendre son domaine de définition & I’ensemble de tous les fibrés inversibles
hermitiens ¥ sur 2", méme si les espaces 7, (£*") se réduisent éventuellement & zéro.
Cela montre que cet invariant a une souplesse & appliquer dans diverses situations.
Le lien explicite avec la propriété d’annulation suggére des applications en géométrie
algébrique et en géométrie d’Arakelov dans la future.

L’article est organisé comme la suite. Dans le premier chapitre, on rappelle d’abord
quelques notations utilisées dans I’article; ensuite, un préliminaire sur les R-filtrations
est introduit, y compris la mesure et le polygone associés & une filtration, qui sont
des outils importants; la section suivante est consacrée a quelques généralisations
du lemme de Fekete; enfin, on rappelle des faits dans la géométrie algébrique que
I'on utilisera plus loin. Le deuxiéme chapitre est un rappel sur la théorie des fibrés
vectoriels adéliques, tout particuliérement sur les polygones de Harder-Narasimhan,
qui sont des objets & étudier dans cet article. C’est dans le troisiéme chapitre que
le résultat principal de l’article — la convergence des polygones — est démontré :
la premiére section est consacrée au cas des algébres bigraduées, ot on développe
la méthode de séries de Poincaré & deux variables; dans la deuxiéme section, on
propose deux notions, algébre graduée quasi-filtrée et algébre graduée pseudo-filtrée,
qui sont des algébres graduées munies de filtrations ou la convergence des polygones
est susceptible d’étre vraie; on démontre dans la troisiéme section cette convergence
pour le cas particulier out ’algébre graduée est une algébre de polynoémes, en utilisant
un argument combinatoire fin sur les monoémes et en faisant appel au lemme de Fekete
généralisé appliqué aux mesures associées aux filtrations; enfin, dans la quatriéme
section, on démontre le cas général par réduction au cas précédent d’algébres de
polyndmes. Le dernier chapitre est consacré aux applications de la théorie générale
établie dans le troisiéme chapitre : on obtient ’existence de la capacité sectionnelle et
donc le théoréme d’Hilbert-Samuel arithmétique; ensuite, 'interprétation géométrique
de la pente maximale asymptotique est discutée; enfin, on aborde I’analogue de ces
résultats dans le cadre de la géométrie algébrique sur une courbe.

Une grande partie de résultats dans cet article est issue de ma thése doctorale
dirigée par J.-B. Bost. Je tiens a lui exprimer mes remerciements pour son
encadrement et ses encouragements. Je voudrais exprimer mes gratitudes a C.
Mourougane pour l'intérét qu’il a manifesté a ce travail et pour les discussions que
nous avons eues, et aussi & A. Chambert-Loir, D. Rdssler et C. Soulé pour leurs
remarques sur une version précédente de cet article sous forme d’une partie de ma

thése. Je suis reconnaissant & E. Gaudron qui m’a invité & une rencontre de ’TANR
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12 INTRODUCTION

«Autour de la théorie des penmtesy organisée & 'Institut Fourier ou j’ai appris de
lui la théorie des fibrés vectoriels adéliques. Enfin, je remercie sincérement le/la
rapporteur /rapporteuse pour sa lecture soigneuse et également pour ses suggestions
et corrections qui m’ont beaucoup aidé & améliorer le manuscrit.

MEMOIRES DE LA SMF 120



CHAPITRE 1

RAPPELS ET PRELIMINAIRES

1.1. Notations

Dans cet article, sauf mention au contraire, K désigne un corps de nombres dont
lanneau des entiers est noté @x. On désigne par X; l'ensemble des places finies de
K, qui s’identifie & I’ensemble des points fermés dans Spec O . Soit Y., I’ensemble
des places infinie de K, qui se décompose en une union disjointe de deux parties :
Yoo,r des places réelles et ¥, . des places complexes. Soit ¥ = X U Y.

Si p € Ef est une place finie de K, on désigne par v, : K* — Z la valuation
discréte associée & p. Soient F, = @k /p le corps résiduel de p et |- |, la valeur absolue
sur K telle que |a|, = p~ (@) quel que soit a € K*, ou p est la caractéristique de Fy.
On note ny, = [Fy, : Z/pZ)].

Chaque place infinie v € ¥, correspond a un plongement ¢ : K — C, unique &
conjugaison complexe prés. On désigne par | - |, la valeur absolue sur K définie par
lal, = |o(a)|, ou | - | est la valeur absolue usuelle sur C. On définit n, = 1siv € £ »
et n, =2siv€ Xy

La formule de produit comme ci-dessous est importante dans la théorie des
nombres : si a est un élément non-nul de K, alors, pour toute sauf un nombre fini de
places p € Ly, |al, = 1; de plus, on a

1) II lal =1

’UGZfUEOO

Pour toute place v € ¥¢ U ¥, on désigne par K, le complété de K par rapport
a la valeur absolue | - |,, et par C, le complété d’une cloture algébrique de K,. La
valeur absolue | - |, sur K s’étend de fagon unique sur C,.

Pour toute place finie p € Xy, on désigne par m;, la mesure de Haar sur K,
normalisée de sorte que my(0,) = 1, ou @, est Panneau des éléments a € K, tels
que |a|, < 1. Pour toute v € ¥ ., soit m, la mesure de Lebesgue sur K, = R. Pour
toute w € X ¢, soit m,, le double de la mesure de Lebesgue sur K,, = C.

Soit Ak ’anneau topologique des adéles de K. On rappelle que Ak est le sous-
espace du produit H K, des éléments o« = (av)vegfugoo tels que, pour tout

VEX fUT o
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14 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

p € X en dehors d’un nombre fini, on ait o, € @,. Le produit des mesures m,, définit
une mesure de Haar m sur A i. En outre, le corps K se plonge diagonalement dans A g
comme un sous-anneau et 'espace quotient A i /K est compact. Plus généralement, si
E est un espace vectoriel de rang fini r sur K, quitte a choisir une base de E, on peut
identifier F ® A & A} et donc on obtient une mesure de Haar mg sur £ ® Ag.
D’aprés la formule de produit, cette mesure ne dépend pas du choix de la base de
E. En outre, le covolume de E dans F Qg Ak pour la mesure mg, c’est-a-dire la
mesure d’un domaine fondamental du quotient (E ® xk Ak )/E pour mg, est égale &
|Dg|"8(F)/2 ou D est le discriminant absolu de K.

1.2. Filtrations des espaces vectoriels

On présente dans cette section les propriétés élémentaires des R-filtrations. Ce sont
des objets intermédiaires a travers desquels on étudie les invariants arithmétiques. On
fixe un corps k. Sauf mention au contraire, tous les espaces vectoriels sont supposés
étre sur k et de rang fini.

1.2.1. Définition et constructions

DEFINITION 1.2.1. — Soit V' un espace vectoriel sur k. On appelle R-filtration (ou
simplement filtration) de V toute famille ¥ = (¥ ,V)qer de sous-espaces vectoriels
de V, soumise aux conditions suivantes :

1) F.V D 4V pour tous les nombres réels a et a’ tels que a < d,
2) ¥,V =0 pour a suffisamment positif,

3) ¥,V =V pour a suffisamment négatif,

4) la fonction a — rg(¥,V) est continue & gauche sur R.

Un espace vectoriel filtré est un espace vectoriel muni d’une filtration, c’est-a-dire un

couple (V, ) ou V est un espace vectoriel et & est une filtration de V.

REMARQUE 1.2.2. — Les conditions 2)—4) sont en fait respectivement la séparation,
I’ exhaustivité et la continuité o gauche de la filtration &, que 'on supposera toujours
dans cet article.

Une filtration & de V est équivalente & la donnée d’un drapeau

V=V%2Vi2V 2 2Vi=0

de V et d’une suite strictement croissante (a;)o<i<d- En effet, on construit d’une telle
donnée une filtration de la forme

TV = v

o<i<d
a;>a
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1.2. FILTRATIONS DES ESPACES VECTORIELS 15

Réciproquement, étant donnée une filtration &, la fonction a — rg(F,V) est
décroissante, continue a gauche et prend valeurs dans I’ensemble fini {0,...,rgV},
donc elle est de la forme

d—1

1g(7aV) =18V - Iy_og 401 (a) + Z rillia,_,,q:(a),

i=1
ol ag < - < ag—1 et 0 < rgug < --- <rp <rgV. Soit V; = S,V pour i €
{0,...,d—1} et soit V3 = 0. On obtient alors un drapeau V=V 2 V; 2 --- 2 V=0
et une suite strictement croissante (a;)o<i<d-

La position d’un vecteur général de V' dans la filtration & est donnée par la fonction

Ag 1V — RU {400} suivante :

(2) Ag(z) :=supfa e R |z € ¥, V}.
Cette application prend valeurs dans ensemble {ag,...,aq—1} U {400}, et elle est
finie sur V' \ {0}. On note en outre

(3) Amin(V, F) = ag = min Ag(z), Amax(V, F) = ag—1 = sup Ag(z).
zeV 0#zeV

Si V est nul, alors par convention Apin(V, ¥) = +00 et Apax(V, ) = —oc0.

PROPOSITION 1.2.3. — 1) Pour tout u € K* et tout x € V, Ag(ux) = Ag(z).

2) Ag(x) = b si et seulement si x € FV.

3) Pour tous les éléments x ety de V, Ag(z +y) = min(Ag(z), Ag(y)).

4) Si xz ety sont deuz éléments de V tels que Ag(z) # Ag(y), alors x +y # 0, et
Ag(z +y) = min(Ag(2), A7 (y))-

Démonstration. — 1) Comme u est inversible, x € ¥,V si et seulement si uz € &,V
dou{aeR|zeF,V}={aeR|uxe F,V}.

2)Size FyV,alorsbe{aeR |z e F,V}. Donc Ag(z) > b. Réciproquement, si
Ag(z) = b, alors Ag(z) > b—e quel que soit € > 0. On en déduit z € Fp,_.V pour tout
e > 0. Or la fonction a — rg(¥,V) est continue & gauche, 1'égalité F,_.V = F,V
est vraie lorsque ¢ est suffisamment petit. Donc z € F, V.

3) Soient a = Ag(z) et b = Az(y). D’aprés 2), onaxz € F,V et y € FV. 1l est
anodin de supposer a > b. Alors z € ¥,V puisque ¥,V C V. On en déduit donc
x4y € FV et Ag(z+y) = b, compte tenu de 2).

4) Siz +y =0, alors z = —y. D’aprés 1), on a Ag(z) = Ag(y). Cela est absurde.
Donc z+y est non-nul. On peut supposer A (z) < Ag(y). Pour tout a €]Ag(x), A (y)],
onay € F,Vmaisax & F,V.Donc x +y & ¥,V et Ag(x +y) < a. Comme a est
arbitraire, Ag(z + y) < Ag(z). D’aprés 3), on obtient I’égalité. O

Etant données une application k-linéaire f : V — W d’espaces vectoriels et
une filtration de 'un des espaces V et W, sous certaine condition de f, on peut
construire “naturellement” une filtration de ’autre espace. On présente dans la suite
ces constructions en commencant par définir la compatibilité de f aux filtrations.
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16 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

Soient & et @ des filtrations de V' et de W respectivement. On dit que ’application
[ est compatible aux filtrations (&, §) si f(¥.V) C §,W quel que soit a € R, ou de
fagon équivalente, Ag(f(z)) = Ag(x) pour tout z € V.

La composition de deux applications k-linéaires compatibles aux filtrations est
encore compatible aux filtrations. Donc les espaces vectoriels filtrés et les applications
k-linéaires compatibles aux filtrations forment une catégorie que ’on notera Fily.

Sif:V — W est injective et si & est une filtration de W, on désigne par f*¥ la
filiration de V telle que (f*&),V = f~*(§,W) pour tout a € R, appelée la filtration
induite (de ¢ par f). Pour tout z € V, on a Af.y(x) = Ag(f(x)). Donc I'application
f est compatible aux filtrations (f*¥, &).

Si f est surjective et si & est une filtration de V', on définit une filtration notée f,
de W telle que (f. ) W = f(F.V) pour tout a € R, appelée la filtration quotiente

(de & par f). Pour tout y € W, on a Af 4(y) = sup Ag(z). L’application f est
z€f~1(y)
compatible aux filtrations (7, f. ).

1.2.2. Mesure associée a une filtration. — Soit V' un espace vectoriel de rang r,
ot r € N*. A chaque filtration de V sera associée une mesure de probabilité borélienne
sur R. On montrera que cette mesure admet une additivité par rapport aux suites
exactes courtes (d’espaces vectoriels filtrés).

Soit .#1 I’ensemble des mesures de probabilité boréliennes sur R. On définit une
relation d’ordre > sur ./ :

vy > vy si et seulement si fRfdz/l > fRfdug pour toute fonction
croissante et bornée f sur R.

L’expression vo < 7 est aussi utilisée pour désigner la relation vy > vs.
Soit & une filtration de V. Si e = (ey,...,e,) est une base de V, on désigne par
Vg e la mesure de probabilité

1 T
Vge= ; Z 6/\9(61-)7
=1

qui est une combinaison linéaire de mesures de Dirac. Le sous-ensemble de .#; formé
des mesures de la forme vy o ol e parcourt toutes les bases de V' admet un élément
maximal vg pour la relation d’ordre >, appelé la mesure associée & . En effet, la
mesure Vg o est maximale si et seulement si la base e est compatible & la filtration &,
c’est-a-dire que #(e N ¥, V) = rg(¥ V) quel que soit r € R.

PROPOSITION 1.2.4. — Pour toute base e de V, il existe une matrice triangulaire A
dans M,x.(k) dont la diagonale est (1,...,1) et telle que Ae soit compatible & la
filtration & .

Démonstration. — C’est une conséquence de la décomposition de Bruhat pour le
groupe linéaire général. Voir [16] 4.2.15 pour une preuve directe. O
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1.2. FILTRATIONS DES ESPACES VECTORIELS 17

Si la filtration & correspond au drapeau V=V 2 Vi 2 VoD --- D V;=0¢et 4 la
suite (a;)ogi<d, alors la mesure vy s’écrit comme

d—1
rgV; —rgVip
4 g = —(5,1.,
(4) Vg ;:0 " ;

ou de fagon équivalente, vy est la dérivée d’ordre un au sens de distribution de la
fonction z — —rg(F,V)/rgV. En effet, si e = (ey,...,e,) est une base compatible
a la filtration &, alors le nombre des éléments e; tels que Ag(e;) = a; est égal a
rg(V;/Viq1). On déduit de la formule (4) que

Amin(V, ) = inf(suppry) et Amax(V, F) = sup(supp vy),

ou supp vy est le support de la mesure vg.

L’espace vectoriel nul admet une seule filtration. Pour simplifier les notations,
on définit par convention la mesure associée & l’espace nul comme la mesure nulle.
Attention : ce n’est plus une mesure de probabilité.

Bien que la catégorie Fil, des espaces filtrés et des applications linéaires
compatibles aux filtrations n’est guére une catégorie abélienne, les suites exactes
courtes sont naturellement définies : on dit qu’une suite

0—— (V',9") V,9) V", g ——=0
de morphismes dans Fily est ezacte si

1) la suite 0 4 |4 v 0 est exacte,
2) la filtration " est la filtration induite,
3) la filtration & est la filtration quotiente.

PROPOSITION 1.2.5. = §i 0 ——= (V' J") ——= (V,F) ——= (V"',T") ——=0 est
une suite exacte dans Fily, alors

(5) rgV-vg=1gV' vy +1gV" - vgn.

Démonstration. — La suite 00— (V') —— (V,J) —— (V", ") ——=0
est exacte si et seulement si, pour tout » € R, la suite

0 g\ IV T ——=0

d’homomorphismes k-linéaires est exacte. On obtient ainsi l'égalité rg(¥,.V) =
rg(TV') + rg(F2V") et puis légalité (5) en prenant la dérivée au sens de
distribution. O
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18 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

1.2.3. Extension de base. — Si k'/k est une extension de corps, alors toute
filtration & de V~induit naturellement une filtration & de Vie :==V @i k' telle que,
pour tout 7 € R, 7,.Vir = (7, V)@ k'. Cette construction est fonctorielle, c’est-a-dire
que l'application (V, F) — (Vir, 5’) définit en fait un foncteur de Fil vers Filg.. Ce
foncteur est exact dans le sens suivant : il envoie une suite exacte courte dans Fil,
vers une suite exacte courte dans Fily,. En outre, ce foncteur préserve la mesure
associée, plus précisément, on a vg = V.
1.2.4. Opérations sur les mesures. — On introduit deux sortes d’opérations sur
I’espace de mesures .#;. Pour tout a € R, soit ¢, : R — R 'application de translation
qui envoie z en = + a. Elle induit un automorphisme 7, : .#; — .41 qui envoie
une mesure de probabilité v en son image directe par ¢,. Autrement dit, pour toute
v € ./ et toute fonction borélienne bornée h sur R, on a

/Rh(:r) Tov(dz) = /Rh(cc + a) v(dz)

Par définition, on a 7,14 = 7, 0 To.. Pour tout € > 0, soit 7. : R — R ’application
de dilatation qui envoie xz en ex. Elle induit par image directe un automorphisme
T. : M1 — 1. Pour toute v € .#; et toute fonction borélienne bornée h sur R, on a

/Rh(m)TEV(d:L’):/h(sx) v(dz).

R
On a T.., = T. o T... En outre, les automorphismes 7, et T, préservent la relation
d’ordre >.
Etant donnés deux espaces filtrés et une bijection k-linéaire des espaces vectoriels
sous-jacents, le lemme au-dessous compare les filtrations de la source et du but :

LEMME 1.2.6. — Soient (V,F) et (V', ") deux espaces vectoriels filtrés, o : V — V'
un isomorphisme de k-espaces vectoriels et ¢ un nombre réel. Si, pour tout x € V, on
a Ag(z) < Agr((x)) + ¢, alors Tevgr > vg.

Démonstration. — Soit e = (e;)1<i<n une base de V' qui est compatible & la filtration
. Alors € = (p(e;))1<icn €st une base de V', et donc

1< 1 <
TVg! = TV o = ﬁ Zé)\g/(ﬂp(ei))‘FC - ; Z‘SAV(Q) = Vg. O
i=1 =1

s

1.2.5. Polygone associé & une mesure. — On désigne par Gy l’ensemble des
fonctions concaves définies sur [0, 1] qui valent 0 en l’origine. Soit .#; . ’ensemble des
mesures de probabilité boréliennes & support compact sur R. On définit au-dessous une
application # : .4 — ©o. Cette application sera utilisée plus loin pour retrouver
les polygones de Harder-Narasimhan.

Soient v € M. et F, : R — [0,1] la fonction définie par F,(z) = v(]z, +o0[).
On désigne par P(v) : [0,1] — R la transformée de Legendre (cf. [32] II §2.2) de la
fonction concave z — [’ F,(y)dy.
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1.2. FILTRATIONS DES ESPACES VECTORIELS 19

Voici une forme explicite de la fonction P(v). Soit F¥ : [0,1[— R la fonction
telle que F}(t) = sup{z | F,(z) > t}. Comme v est & support compact, F}} est une
fonction décroissante, continue a droite et bornée. En outre, pour tout ¢t € [0, 1] et
tout y € R, F,(y) >t si et seulement si y < F,(¢). La fonction #(v) envoie ¢ € [0,1]
en f[oyt[F,j‘(s)ds.

La proposition suivante montre que I'application & préserve la relation d’ordre
“.

PROPOSITION 1.2.7. — Si vy et vy sont deuz mesures dans M1 . telles que v1 < va,
alors P(v1)(t) < P(v2)(t) quel que soit t € [0,1].

Démonstration. — Par définition, F,,(z) < F,,(z) quel que soit z € R. Par
conséquent, F < F) et donc P(v1) < P(vs). O

L’espace .#1 . est invariant par les opérateurs 7, et T.. De plus, on a les égalités :
(6) P(rav)(t) = P(v)(¢) + at, P(T.v) = eP(v).

Si v est une combinaison linéaire de mesures de Dirac, alors F} est une fonction
d’escalier. Par conséquent, la fonction P(v) est linéaire par morceaux. Une telle
fonction est appelée un polygone sur [0,1]. En particulier, si (V, &) est un espace
vectoriel filtré, alors #(vg) est un polygone.

DEFINITION 1.2.8. — La fonction #(vg) est appelée le polygone associé & F.

) : 21

On rappelle qu’une suite de mesures boréliennes (v,,),>1 sur R converge vaguement

vers une mesure borélienne v si et seulement si, pour toute fonction f continue et &

support compact sur R, la suite des intégrales ( fR f dvy)n>1 converge vers fR fdv. La
convergence vague des mesures implique la convergence uniforme des polygones.

PROPOSITION 1.2.9. — Soit (v,)n>1 une suite de mesures dans M1 .. On suppose
que les supports des mesures v,, sont uniformément bornés et que la suite de mesures
(Un)n>1 converge vaguement vers v. Alors la mesure limite v est aussi dans M .; de
plus, la suite de fonctions (P (vy))n>1 converge uniformément sur [0,1] vers P(v).

Démonstration. — Soit I = [A, B] un intervalle fermé et borné tel que suppv, C I
pour tout n. Comme les supports des v,, sont tous contenus dans I, il en est de méme
du support de v. Si f est une fonction & support compact et a valeurs dans [0, 1] telle
que f|; = 1, alors fRfdz/n = 1 pour tout n. On en déduit fRfdl/ = 1. Donc v est
une mesure de probabilité. Soit Z l'ensemble des z € R tel que v({z}) # 0, qui est
un ensemble dénombrable. Alors la suite F,, converge simplement vers F, sur R\ Z
d’apreés [12] IV §5 n°12 Proposition 22.

Sit €]0,1][ et siy = F(t), alors il existe une suite strictement croissante (Z,)m>1 C
R\ Z qui converge vers y. Comme z,, < y, on a F,(z,,) > t. Comme z,, ¢ Z, il
existe N(m) € N tel que F,, (z,,) > t, ou de fagon équivalente, z,, < F, (t) pour
tout n > N(m). Cela implique lnlglilgf Fj (t) = F; ().
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Pour tout entier n > 1, soit U, 'ensemble des ¢ € [0,1] tels que F) ' ({t}) ait un
point intérieur. C’est un sous-ensemble dénombrable de [0, 1. Soient U"” I’ensemble
des t € [0,1] tels que F,*({t}) ait un point intérieur, et U 1'union de U” et de tous
les U/ . L’ensemble U est dénombrable. Si ¢t € [0,1[\U et si y = F}(t), alors il existe
une suite strictement décroissante (,,)m>1 C R\ Z qui converge vers y. Comme
t € U”, on obtient F,(z,,) < t. Donc il existe N(m) € N tel que F,_(z,) < t et alors
T, = F) (t) pour tout n > N(m). On en déduit limsup F;; (t) < F;(t).

n—-4o0o
D’aprés les arguments comme ci-dessus, il existe un sous-ensemble dénombrable
U de [0,1] tel que (F) )n>1 converge simplement vers F,; sur [0, 1[\U. De plus, les
fonctions F}; sont uniformément bornées. Donc le théoréme de convergence dominée
montre que

F - [ Fea< | VB2 () — F ()]s

‘ [0,¢[ 0]

convergent vers 0 quand n tend vers l'infini. O

On présente enfin quelques faits concernant la convergence vague des mesures que
P’on utilisera plus loin dans le chapitre 3.

LEMME 1.2.10. — Si f est une fonction continue et & support compact sur R, alors
gl_{% ”f O Ye — f”sup = 0> ;1_1’)% ”f O VYi4e — f”sup =0.

Démonstration. — Comme f est & support compact, elle est uniformément continue.
La premiére égalité est donc vraie.

On suppose que supp(f) C [-M, M], oa M > 0. Pour tout € € [-1/2,1/2], on a

[fovi4e = fllswp = sup |f(z+ex)— f(z)l
—2M<z<2M

Comme f est uniformément continue,

lim sup |f(z +ex) — f(z)] = 0.
e=0 _apmg<agaMm

On en déduit donc lir% Ilf o vite — fllsup = O. 0
E—

LEMME 1.2.11. — Soient (v,)n>1 une suite dans #1 et v une mesure borélienne sur
R. Soit (an)n>1 une suite dans |—1, +oo[ qui converge vers 0. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) la suite (vp)n>1 converge vaguement vers v;

2) la suite (T14a,Vn)n>1 cONVErge vaguement vers v;

3) la suite (Tq, Vn)n>1 converge vaguement vers v.

= T_q, €t comme lerlan = Tutay-1 = Tl,lign, il
suffit de vérifier “1)=>2)" et “1)==-3)”, qui sont des conséquences immédiates du
lemme 1.2.10. U

Démonstration. — Comme 7, !

n
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LEMME 1.2.12. — Soient (v )n>1, (Un)n>1 €t (V))n>1 trois suites de mesures dans
M. telles que V), < vp, < V) quel que soit n > 1. On suppose que les supports des
mesures V), v, et v sont uniformément bornés et que les deux suites (V))n>1 et
(V) n>1 convergent vaguement vers la méme limite v. Alors la suite (Vp)n>1 converge
vaguement aussi vers v.

Démonstration. — Comme les mesures que ’on considére sont & supports uniformément
bornés, pour toute fonction continue f sur R, on a

lim /fdl/;l hm /fdl/’ /fdl/
n—-4o0o R

Or, par ’hypothése, si f est croissante et bornée,

/fdu;bg/fdyné/fdyg.
R R R

Ainsi lirf Jg fdvn = [; fdv pour une telle fonction f. Ensuite, comme toute
n—-+0oo

fonction lisse et & support compact peut s’écrire comme la différence de deux fonctions
continues croissantes et bornées, I’égalité lim fR fdv, = fR f dv est vraie pour toute
n—oo

fonction f lisse et & support compact. Enfin, comme 'espace C§°(R) des fonctions
lisses et & support compact est dense dans l’espace C.(R) des fonctions continues et
a support compact pour la topologie définie par la norme | - ||sup, On Obtient que
légalité nh_)n;o Jg fdvn = [, fdv est vraie pour toute f € Cc(R). Donc la suite de

mesures (V,),>1 converge vaguement vers v. O

1.2.6. Conventions. — Soit V un espace vectoriel sur £ muni d’une R-filtration
J. Dans la suite, s’il y a aucune ambiguité sur la filtration &, on utilisera aussi
I’expression Ay ou simplement A pour désigner la fonction Ag, et on utilise le symbole
vy pour désigner la mesure associée a la filtration &. De fagon similaire, les expressions
Amin (V) et Amax (V) désignent Apin (V, ) et Amax(V, F), respectivement.

1.3. Suites presque sous(sur)-additives

Le but de cette article est de montrer la convergence d’une suite de certains
invariants arithmétiques normalisés. Une méthode trés classique pour montrer la
convergence d’une suite normalisée est le lemme de Fekete (voir [21] page 233 pour
un cas particulier). Etant donnée une suite (a,),>1 de nombres réels, si cette suite
est sous-additive (& savoir, aptm < an + @ quel que soit (m,n) € Z2,), alors le
lemme de Fekete affirme que la limite de la suite normalisée (a,/n),>1 existe dans
R U {—o0}. La preuve de ce résultat est un exercice facile.

Cependant, le lemme de Fekete — sous sa forme primitive — ne suffit pas pour
notre application arithmétique. En effet, il s’agit des suites qui sont seulement sur-
additives a4 des termes d’erreur prés. Par conséquent, il faut développer des critéres
de convergence plus généraux. Dans la suite, on présentera deux telles généralisations
dont la premiére (la proposition 1.3.1) concerne une suite multi-sous-additive & une
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erreur strictement sous-linéaire prés, et la seconde (la proposition 1.3.5) traite des
suites presque sous-additives en demandant une condition de croissance lente plus
forte sur les termes d’erreur. Dans les corollaires 1.3.2, 1.3.3 et 1.3.6 on développera
les variantes sur-additives que ’on utilisera plus loin.

PROPOSITION 1.3.1. — Soient (an)n>1 une suite dans [0,+o00[ et f : Z>o — R une

application telle que lim f(n)/n = 0. S’ existe un entier ng > 0 tel que, pour
n—00

toute famille finie (n;)1<i<r d’entiers supérieurs ou égauz & ng, on ait Qny4..tn, <

Uny + -+ an, + f(n1) +- -+ f(n,), alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans

[0, 4+o0].

Démonstration. — Sin et p sont deux entiers dans Zs,, et sil € {n,n+1,...,2n—1},
alors

Apnti _ Pantar  pf()+f() _an @  pf(n)+ f()

+ <o+ — 4+

pn+l pn+l pn+1 n  pn pn+1
<oy @ WO SO

n o pn pn

Comme

max a; max |f(%)]
. <i<2 <i<2
hm ni<in + n<i<22n _ 0,
p—0o0 pn pn

on obtient que, pour tout entier n > 0,

(7) lim sup Im Oy 7|f(n)|’

m—oco M n n
d’ou

hmsup — < liminf ( |f(n )|> < lim mf 2 4+ lim sup ——— F)l = lim inf an
n

m—oo M n— 00 n—oo nN n—00 n n—oo N

Par conséquent, la suite (an/n)p>1 a une limite, qui est clairement positive, et est
finie d’apres (7). O

COROLLAIRE 1.3.2. — Soient (an)n>1 une suite de nombres réels et f : Z>o — R une
application telle que lim f(n)/n = 0. Si les deux conditions suivantes sont vérifiées:
n—oo

1) il existe un entier ng > 0 tel que, pour toute famille (ni)lgi@ d’entiers supérieurs
ou égaut G ng, on ait An,4..qn, = Any + -+ apn,. — f(n1) — - — f(n,),
2) il existe une constante a > 0 telle que, pour tout entier n > 1, on ait a, < an,

alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans R.
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Démonstration. — On considére la suite formée des nombres réels de la forme b, =
an — a,. C’est une suite positive. Si nq,...,n, sont des entiers supérieurs ou égaux a
ng et sin=mny+---+ n,, alors
r T I
b, =an —a, = aZni —a, < aZni - Z (am - f(nl))
i=1 i=1 i=1
T

= (0mi = an, + F)) = bay 4 b+ f) + o F ).
=1

D’aprés la proposition 1.3.1, la suite (b,/n)n>1 admet une limite dans R. Comme
bp/n = o — an/n, la suite (a,/n)n>1 & aussi une limite dans R. O

COROLLAIRE 1.3.3. — Soient (an)n>1 une suite de nombres réels et ci,co deuz
constantes positives telles que :

1) pour tout couple (m,n) d’entiers suffisamment grands, G, + an < Gmin + C1,
2) pour tout entier n > 1, a, < can,

alors la suite (an/n)p>1 admet une limite dans R.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le corollaire 1.3.2 & la fonction constante f qui
prend valeur c;. O

LEMME 1.3.4. — Si f : Z>o — [0, +00] est une application telle que Z f@2%/2* <
a>l

lors lim 27¢ 2°) = 0.
+oo, alors lim ;f() 0

Démonstration. — Pour tout entier o > 0, soit S, = Z f(29) /2. Par la sommation
iza

d’Abel, on a

SR =D (S — 8i41)2" = So — Sar12*+ Y 52
=0 =0 =1

Comme lim S, =0, le terme 27¢ Z S;2¢71 converge vers 0 lorsque o — +00. Cela
a——+00 —
(03 =
. —« 7\
montre que QETMZ Z f(2Y) =o. O
i=0
PROPOSITION 1.3.5. — Soient (by)n>1 une suite de nombres positifs et f : Zso —

[0, +00[ une application croissante telle que Z f(29)/2% < 4+00. §’il existe un entier
a0

ng > 0 tel que, pour tout couple (m,n) d’entiers dans Zzp,, on ait bptm < by, + by +

f(m) + f(n), alors la suite (b,/n)n>1 admet une limite dans [0, +00].
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24 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

Démonstration. — On considére d’abord le cas ou ng = 1. Comme f est une fonction
croissante, on obtient que, pour tout (m,n) € Z2,,

(8) bmtn < by + by +2f(m + n).

Pour tout entier o > 0, soit S, Z f(2%)/2°. D’aprés ’hypothése, on a hm Sa

a—+400
iZa

0.Sin € Zsg et 3 € N sont tels que 2° < n < 28+ alors, pour tout « € N, on a

(9) boan < 2%bn + Y 21T F(207I0) < 2%, 4 Y 27T F(207),
i=1 i=1
Sip= Zel 2% ot ¢; € {0,1} pour tout i € {0,1,...,k — 1} et oil e, = 1, et si
r € {0, 1 ,n — 1}, d’aprés (8), on a I'inégalité suivante:
(10) bppir < bpp+bro+2f (np+r) < Zelbzl +by +2261f<26321 >+2f (np+7)
=0

Compte tenu de I'inégalité (9), on obtient

k k i
bupr < D €2+ b+ ) ey 2T F(20H)
i=0 i=1 j=1

k
+2) e f(27AT2) 4 2f (282,
1=0

Par conséquent,

koo
bnp—i—r pbn br —k— ‘ — 5
< 9—k-8 9it1=j £(of+]
np+r\np+r+np+r+ ZZ u )

i=1 j=1
k
+ 2—k—ﬁ+1 Z f(2i+ﬂ+2) + 2—k—ﬁ+1f(2k+,@+2)‘
=0
Comme
k i k k
9—k—8 Z Z 2i+1fjf(2,3+j) — 9~ k-8 Z Z f(2ﬂ+j)2i+1*j
i=1 j=1 j=11i=j

k
<D FEPNET T =4S,

Jj=1
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k+6+3

b pb b )
on obtient —2t" < LEENE T 4+ 48 + 97 k=A+1 2Y). D’apreés le
e S mptr Cmptr 8+1 Zzzg f(2"). D’ap

lemme 1.3.4, on a

b
lim sup b—m < liminf (—n + 485 |10g, nJ+1) = lim inf b—n
n

m——+oo M n—-+00 n—+oo n

Donc la suite (b,,/n)n>1 est convergente.

Pour le cas général, en appliquant le résultat obtenu a la sous-suite (bnk)k>1 €t
a la fonction g(k) = f(nok), on obtient que la suite (bn,x/k)k>1 & une limite dans
[0, +00[. D’autre part, si I est un entier tel que ng < I < 2ng, alors, pour tout entier
k > 1, on a ’encadrement

(12) brg(k+3) = b3ng—1 — f(nok +1) — f(3no —1) < bugk+i < bngk + b+ f(nok) + f(1).
En divisant (12) par nok + [, par passage a la limite quand k& — +o00, on obtient

buok+i im b,k
k—+4oo ngk + 1 k—+4o00 ngk '

Comme [ est arbitraire, la démonstration est achevée. O

COROLLAIRE 1.3.6. — Soient (an)n>1 une suite de nombres réels, f : Zso — R une
application croissante et ¢ > 0 une constante. On suppose que

1) pour tous entiers n et m assez grands, on ait Gpim = an + am — f(n) — f(m),
2) a, < cn pour tout entier n > 1,

3) 3 1(2%)/2° < +os.

a>0

Alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans R.

Démonstration. — On considére la suite (bp),>1 telle que b, = cn — a,. Clest une
suite de nombres réels positifs. Si n et m sont deux entiers assez grands, on a

bptm =c(n+m)—apim < cnt+cem—an —am+ f(n)+ f(m) = by, + by, + f(n)+ f(m).

D’aprés la proposition 1.3.5, la suite (b,/n)n>1 admet une limite dans R. Comme
an/n = ¢ — by /n, la suite (a,/n)n>1 admet aussi une limite dans R. O

1.4. Quelques faits dans la géométrie algébrique

Soit S un schéma. On appelle fibré vectoriel sur S tout £)s-module localement
libre de rang fini. Un fibré vectoriel de rang 1 sur S s’appelle aussi un fibré inversible
sur S. Si & est un fibré vectoriel sur S, on utilise le symbole P(&) pour désigner le
foncteur

Schema/S — Ensemble

(13) (p:X—>S) — {

quotient localement
libre de rang 1 de p*&
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26 CHAPITRE 1. RAPPELS ET PRELIMINAIRES

On désigne par Og(1) le faisceau inversible sur P(&) 'objet universelle du foncteur
représentable (13). Pour tout entier m > 1, I'expression #g(m) désigne la puissance
tensorielle 0)4(1)®™, et Or(—m) désigne Og(m)V.

Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit qu'un € x-module
inversible L est ample (cf. [25] I1.4.5.5 et [27] IV.1.7.14) si, pour tout @ x-module
quasi-cohérent et de type fini &, il existe un entier ng > 0 tel que, pour tout entier
n > ng, 4 ® L®" soit engendré par ses sections globales (autrement dit, il existe un
entier a > 0 ainsi qu’un homomorphisme surjectif de @??a vers F ® L®").

Soit f un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-séparé
X vers un schéma Y. On dit quun @x-module inversible L est ample relativement
a f (cf. [25] I1.4.6.1) §’il existe un recouvrement (U,) de Y par des ouverts affines
tel que L|y,, soit ample sur f~1(U,) pour tout a. Cela revient & dire que, pour tout
O)x-module quasi-cohérent et de type fini &, il existe un entier ng > 0 tel que, pour
tout entier n > ng, ’homomorphisme canonique f*(fi (¥ ® L®")) — & @ L®" soit
surjectif (cf. [25] I1.4.6.8 et [27] IV.1.7.15). Si Y est affine, cette condition équivaut
a Pamplitude de L sur X.

Dans [29] (voir aussi [30]) Hartshorne a étendu la notion d’amplitude aux faisceaux
localement libre de rang fini. Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit
qu’'un @) x-module localement libre de rang fini E est ample si, pour tout ©)x-module
quasi-cohérent de type fini &, il existe un entier ng > 0 tel que, pour tout entier
n = nyg, le faisceau S"E ® & soit engendré par ses sections au-dessus de X, c’est-a-
dire que S"E® & est un quotient d’'un ®)x-module libre de rang fini, ou S™E désigne
la, ni®™¢ puissance symétrique de F.

Soit f : X — Y un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-
séparé vers un schéma. On dit qu'un @x-module localement libre de rang fini E est
ample relativement & f (ou & Y) s’il existe un recouvrement de Y par des ouverts
affines (U,) de telle sorte que E|y, soit ample sur f~!(U,) pour tout a. Lorsque Y
est localement noethérien et f est de type fini, ’amplitude de FE relativement & Y est
équivalente a I’amplitude de Og(1) relativement a Y.

On rappelle deux résultats classiques concernant les fibrés inversibles amples que
P’on utilisera plus loin dans le chapitre 4.

PROPOSITION 1.4.1. — Soit w : X — Y un morphisme surjectif de schémas projectifs
définis sur un corps k. Si L est un Ox-module inversible ample relativement & w, alors
il existe un Oy -module inversible ample M tel que L ® m*M soit ample.

Démonstration. — Comme L est ample relativement & m, il existe un entier n > 0, un
Dy -module localement libre de rang fini et non-nul E et une immersion f : X — P(E)
compatible & 7 tels que L&™ = f*(@g(1)). On désigne par p : P(E) — X la projection
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canonique et considére le diagramme commutatif suivant :

x L. pE)

| A

Y

Comme 7 est propre, le morphisme f est une immersion fermée. Comme Y est
projectif, il existe un @y-module inversible ample M tel que E ® M®™ soit encore
ample. On a alors P(E) 2 P(E @ M®"), et Opgron(1) & Op(1) ® p* M®". Comme
f est une immersion fermée,

(L M)®" = f(0s(1) ® f*(p*M)®" = f*(Op(1) ® p*M®") = f*(Opgmen (1))
est ample puisque £ ®@ M®" est ample. O

PROPOSITION 1.4.2. — Soient X un schéma intégre et noethérien, £ un Ox-module
inversible ample et & un Ox-module cohérent sans torsion. Alors il existe deuz entiers
a,m > 0 ainsi qu’un homomorphisme injectif de F dans (f®m)®“.

Démonstration. — Comme & est sans torsion, I’homomorphisme canonique
vV
99 I — T

est injectif. Comme # est ample, il existe un entier m > 0 tel que 2o gV
soit engendré par ses sections au-dessus de X, i.e., il existe un entier a et un
homomorphisme surjectif ¢ : 0% — £ @ JY. Par dualité on obtient un
homomorphisme injectif

Ve 1007 v wooe @
PN T —= LT — = O}

qui induit un homomorphisme injectif & — (£*™)®a, O

Soit k£ un corps. On entend wariété projective sur Speck tout schéma intégre et
projectif sur Speck. Si X est une variété projective de dimension d sur Speck et si
L est un Ox-module inversible, le volume (cf. [33, 2.2.31]) de L est par définition le
nombre réel HO(X, L&)

T ISk , LEm

e T I
ou “limsup” peut étre remplacé par “lim”, grace au théoréme d’approximation de
Fujita (cf. [34, 11.4.7]). Le &x-module inversible L est dit gros si vol(L) > 0. Par
définition, un ©)x-module inversible est gros si et seulement si 'une de ses puissances
tensorielles (positives) est gros. De plus, le produit tensoriel d’un fibré inversible gros
avec un fibré inversible effectif (i.e. ayant une section globale non-nulle) est encore
gros.

Si L est ample, alors il est gros, et vol(L) = ¢;(L)¢. La réciproque n’est pas vraie en
générale. Mais si L est un @) x-module inversible gros, alors il existe un entier m > 1,
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un @x-module inversible ample A, et un @x-module inversible effectif M tels que
L®™ soit isomorphe & A ® M (cf. [33, 2.2.7]).

PROPOSITION 1.4.3. — Soient X une variété projective sur Speck et L un O x-module
inversible gros.

1) Si £ est un Ox-module inversible, alors il existe un entier ¢ > 1 et un
homomorphisme injectif de & vers L%, et il existe un entier n > 1 tel que
&£ ® L®™ soit gros.

2) Si F est un Ox-module cohérent sans torsion, alors il existe deuz entiers

strictement positifs a et m ainsi qu’un homomorphisme injectif de & dans
(Lem)sa,

Démonstration. — Quitte & remplacer L par 'une de ses puissances tensorielles, on
peut supposer que L s’écrit sous la forme A ® M, o A est un O x-module inversible
ample, M est effectif.

1) D’aprés la définition de 'amplitude, on obtient qu’il existe deux entiers ¢ > 1
et n > 1 tels que .ZY ® A®? soit effectif et que £ ® A®™ soit ample. Comme M est
effectif, il en est de méme de toutes ses puissances tensorielles. On en déduit donc
LV ® L®1 est effectif, et que £ ® L®" est gros.

2) 11 suffit d’appliquer 1.4.2 au Ox-module inversible ample A pour obtenir un
homomorphisme injectif de & vers certain (A®™)®% et puis utiliser le fait que M est
effectif & construire un homomorphisme injectif (A®™)®a — (L®m)®a, O

On appelle courbe projective sur Speck toute variété projective de dimension 1
sur Speck. Soient C une courbe projective réguliére sur Speck et 7 : X — C un
k-morphisme projectif et plat d’une variété projective X (sur Speck) vers C. Pour
tout @x-module inversible L sur X, le )c-module cohérent 7,(L) est sans torsion
puisque le morphisme 7 est plat. Comme C' est réguliére, on obtient que 7, (L) est en
fait un fibré vectoriel sur C.

LEMME 1.4.4. — Soit m : X — C un k-morphisme projectif et plat d’une variété
projective X vers une courbe projective réguliére sur Speck. Soit K' = k(C) le corps
des fonctions rationnelles sur C. Si L est un Ox-module inversible tel que Ly soit
effectif (sur Xy ), alors il existe un Oc-module inversible ample M tel que L @ m* M
soit effectif sur X.

Démonstration. — Comme Ly est effectif, le fibré vectoriel 7.(L) est non-nul. On
prend un H)c-module inversible ample M tel que 7. (L) ® M admet une section globale

non-nulle. L’espace H*(X,L ® 7*M) = H°(C,7.(L) ® M) est donc non-nul. O

PROPOSITION 1.4.5. — Awec les notations du lemme 1.4.4, si Ly est gros, alors il
existe un Oc-module inversible M tel que L @ n* M soit gros.
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Démonstration. — Soit .Z un O x-module inversible ample. Comme Ly est gros, il
existe un entier n > 1 tel que L?}’,’ ® Ly, soit effectif. D’apres le lemme 1.4.4, il
existe un f)c-module inversible effectif M tel que L®" ® £V ® m* M soit effectif. Dans
ce cas-1a, le Ox-module L®" @ m*M®" @ £V est également effectif. Par conséquent,
(L ® 7*M)®™ s’écrit comme le produit tensoriel d’un fibré inversible ample et d’un
fibré inversible effectif. Donc L ® 7*M est gros. O
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CHAPITRE 2

FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN

Les notions de filtration de Harder-Narasimhan et de polygone de Harder-
Narasimhan d’un fibré vectoriel sur une courbe projective réguliére sont introduites
par Harder et Narasimhan [28]. Leurs avatars en géométrie d’Arakelov sont dévélopés
par Stuhler [42] et Grayson [24] pour les fibrés vectoriels hermitiens. Récemment
Gaudron [22] a généralisé ces notions dans un cadre plus général des fibrés vectoriels
adéliques.

Classiquement la filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel & est un
drapeau de & dont les sous-quotients sont semi-stables et de pentes strictement
décroissantes, et le polygone de Harder-Narasimhan de & est une fonction concave et
linéaire par morceaux définie sur [0, rg E] dont les pentes successives sont les pentes des
sous-quotients dans la filtration de Harder-Narasimhan. En géométrie d’Arakelov, le
polygone de Harder-Narasimhan est un invariant arithmétique trés général qui permet
de considérer toutes les pentes d’un fibré vectoriel hermitien (ou adélique) en méme
temps (cf. [6] et [22]).

Dans ce chapitre, on introduit un nouveau point de vue de cette théorie. A chaque
fibré adélique hermitien, on associe une R-filtration de I’espace vectoriel sous-jacent,
qui mémorise en méme temps le drapeau et les pentes successives. On vérifie que le
polygone associé a cette R-filtration coincide avec une forme normalisée du polygone
de Harder-Narasimhan du fibré adélique hermitien. Ce résultat nous permet d’utiliser
la méthode des R-filtrations et des mesures & étudier les fibrés adéliques hermitiens.

On rappelle que le symbole K désigne un corps de nombres, comme convenu dans
le sous-paragraphe 1.1.

2.1. Fibrés vectoriels adéliques

Les fibrés vectoriels adéliques, notamment les fibrés vectoriels hermitiens sont des
objets fondamentaux de la théorie des pentes. Depuis l'article fondateur [6] de J.-
B. Bost, les fibrés vectoriels adéliques ainsi que leurs invariants arithmétiques ont
été systématiquement étudiés dans une série d’articles tels que [7, 8, 11, 15, 22].
Dans cette section, on rappelle des notions basiques de cette théorie et des résultats
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classiques que l'on utilisera plus loin. Voir [22] pour une présentation compléte et
détaillée.

2.1.1. Définition, degré d’Arakelov et pente

DEFINITION 2.1.1. — On appelle fibré vectoriel adélique sur Spec K toute donnée E =
(E, (|l - llv)vex,;us.) d'un espace vectoriel E de rang fini sur K et d’une famille de
normes || - ||, sur E @ C,, soumise aux conditions suivantes :

1) I existe une base (si1,...,s,) de E sur K et une partie finie S de X; telles
que, ||a1s1 + -+ + arSe|ly = max(laily,...,|ar|y) quels que soient v € Xf\ S
et (a1,...,a,) € Cr.

2) Pour toute place v € ¥y UX, la norme ||- ||, est invariante sous I’action du groupe

Gal(C,/K,). Plus précisément, si (si,...,S,) est une base de Ex, sur K, et si
ai,...,a, sont des éléments dans C,, alors
lm(a1)s1 + -+ 7(ar)srllo = ||a1s1 + -+ + arse|lo
quel que soit 7 € Gal(C,/K,).
3) Si p € Xy, alors la norme || - ||, est ultramétrique, c’est-a-dire ||s + s'||, <

max (| sy, [I5'l]p)-
Le fibré vectoriel adélique E est dit nul si son espace vectoriel sous-jacent E est nul.
En outre, le rang de E est par définition le rang de E sur K. Un fibré vectoriel adélique
de rang 1 s’appelle aussi un fibré inversible adélique.

REMARQUE 2.1.2. — Certains auteurs ont considéré des fibrés vectoriels normés
(ou semi-normés) plus généraux. Par exemple, dans [41, Definition 1.A], au lieu de
s’imposer la condition 1) comme ci-dessus, les auteurs ont proposé une condition plus
faible:
pour tout s € E, il existe un sous-ensemble fini S de Ly tel que ||s|l, < 1
quelle que soit v € X5\ S.
Il devrait étre intéressant de savoir dans quelle mesure la théorie de pentes peut étre
généralisée dans ce cadre.

Soit E un fibré vectoriel adélique non-nul sur Spec k. On définit la boule unité de
E comme le sous-ensemble B(E) de E ®x Ak des éléments (8v)ves;us,, tel que
l|su]lv < 1 quelle que soit v € £ U Xo.. La caractéristique d’Euler-Poincaré de E est
par définition le nombre réel

(14) X(E) :=log(vol(B(E))) — log(covol(E)),

ot vol est une mesure de Haar quelconque sur E ® k Ak, et covol(E) est le covolume
de E pour cette mesure, c’est-a-dire la mesure pour vol d’un domaine fondamental
du quotient (F ® k Ak)/E. Cette définition ne dépend pas du choix de la mesure de
Haar vol. En particulier, on a I’égalité

(15) X(E) = log(mp(B(E))) — rg(E)log /| Dkl

ou mpg est la mesure de Haar définie dans §1.1.
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Pour tout entier 7 > 1, soit K = (K", (]| - llv)ves,;us..) I'espace vectoriel de rang
r sur K muni des métriques qui “proviennent de celles de K”. Plus précisément, si
on désigne par (eq,...,e,) la base canonique de K", alors pour toute place v de K et
tous éléments aq,...,a, dans C,, on a

max(|aiv,...,|ar]y), sive Dy,
\/|a1|% +- a2, sive Xy

later + - + arerlly = {

K" est donc un fibré vectoriel adélique sur Spec K, appelé le fibré vectoriel adélique
trivial de rang r sur Spec K.

Si E est un fibré vectoriel adélique de rang = > 0 sur Spec K, on définit le degré
d’Arakelov de E comme la différence

(16)  deg(B) == x(B) - x(K") = log<vol<B<E>>> — log(vol(B(K"))).

Sa version normalisée est par définition Ee\gn(E) deg( ). La pente de E est

(K Q]
définie comme le quotient fi(E) := degn( E)/rg E. En particulier, le degré d’Arakelov
d’un fibré vectoriel adélique trivial sur Spec K est nul. Enfin, si E est nul, alors son
degré d’Arakelov et sa pente sont par convention nuls.

PRrROPOSITION 2.1.3. — La caractéristique d’Euler-Poincaré de K" est

X(fn) = (#Xoo,r) log V), + (#X 0 c)(log Vap, + nlog2) — nlog /| Dk,

ot V, est le volume euclidien standard du disque unité dans R™, Dg est le
discriminant de K.

Démonstration. — C’est une conséquence de la formule (15) ainsi que la définition de

REMARQUE 2.1.4. — D’aprés [22] (10), on a

logV,, = n(logV; +1ogT'(3/2)) — logT'(1 + n/2) = —glogn + O(n).
On en déduit donc
(17) XE") = - [KQ: 9, 10gn + O(n)

puisque #X oo r + 2#Y 0, = [K : Q).

Si L est un fibré inversible adélique et si s est un élément non-nul de L, alors le
degré d’Arakelov de L se calcule comme ci-dessous :

(18) deg(@)=- Y mnyloglls]o.

UEZfUEOO

Si Ly et Ly sont deux fibrés inversibles adéliques, alors leur produit tensoriel L; ® Loy
est par définition le fibré inversible adélique dont ’espace vectoriel sous-jacent est
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L1 ® Ly et dont les métriques satisfont ||s1 ® sally = ||51]|v]|$2]l» quelle que soit v. La
formule (18) implique que

(19) deg(L1 ® L) = deg(Ly) + deg(Ls)

Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques sur Spec K. Si ¢ : E — F est
une application K-linéaire, alors elle induit pour chaque place v € X U X, une
application C,-linéaire ¢, : E ®x C, — F ® g C, par extension de scalaire. On note
hy (@) = log ||ps]lo et on Pappelle la hauteur locale de ¢ en v, ol ||¢y||» est la norme
d’opérateur linéaire. On définit la hauteur de ¢ comme la somme normalisée

1
20 h(p) := lo .
(20) W= g, 2 Tkl
f oo
2.1.2. Inégalité de pentes. — La proposition suivante est une inégalité de pentes.

Voir [22] Lemmes 6.2 et 6.3 pour une preuve. Cette inégalité nous permet de comparer
les pentes lorsque ’on change les métriques d’un fibré vectoriel adélique.

PROPOSITION 2.1.5. — Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques de rang r > 0
sur Spec K. Si ¢ : E — F est un isomorphisme K -linéaire, alors

(21) A(E) < i(F) + h(e).

Si de plus r = 1, alors Uinégalité (21) est en fait une égalité.

La pente mazimale de E est par définition la valeur maximale des pentes des sous-
fibrés vectoriels adéliques (c’est-a-dire sous-espace de E muni des métriques induites)
non-nuls de E, notée fimax(F). Par convention fimay(0) = —oco. L’existence de la pente
maximale est justifiée dans [22, proposition 5.3]. On rappelle ici une inégalité dans
le lemme 6.4 loc. cit. qui compare les pentes maximales de la source et du but d’un
homomorphisme injectif.

PROPOSITION 2.1.6. — Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques et ¢ : E — F
une application K -linéaire injective. Alors

(22) fimax(E) < imax(F) + h(e).

De facon similaire, la pente mimimale d’un fibré vectoriel adélique non-nul E est
par définition la valeur minimale des pentes des guotients (c’est-a-dire espace quotient
de E muni des métriques quotients) non-nuls de E. La pente minimale du fibré nul
est par convention +oo. Par définition on a la relation fimin(E) < i(E) < fimax(E) si
E est non-nul.

En utilisant la proposition 2.1.5, on obtient 1’inégalité suivante qui compare les
pentes minimales étant donné un homomorphisme surjectif entre les fibrés vectoriels
adéliques.
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PROPOSITION 2.1.7. — Soient E et F deuz fibrés vectoriels adéliques, et ¢ : E — F
une application K -linéaire surjective et non-nulle. Alors

Démonstration. — Soit G un quotient de F tel que [(G) = fimin(F). Soit G’ le
fibré vectoriel adélique qui admet G comme espace vectoriel sous-jacent et dont
les métriques sont des métriques quotients de celles E. La hauteur de I’application
d’identité G’ — G est majorée par h(p). D’aprés la proposition 2.1.5, on a

COROLLAIRE 2.1.8. — Etant donnés deuz fibrés vectoriels adéliques E et F, et une
application K-linéaire non-nulle ¢ : E — F, on a

(24) fimin(E) < Bmax(F) + h(p).

Démonstration. — On désigne par G I'image de E par ¢, munie des métriques induites
de celles de F'. En appliquant (23) & ’homomorphisme canonique £ — G, on obtient

ﬁmin(E) < ﬁmin(é) + h(SO) < ﬁ(é) + h((p) < ﬁmax(ﬁ) + h(SO),
qui démontre (24). O

2.1.3. Fibrés adéliques hermitiens. — On dit qu’un fibré vectoriel adélique E =
(B, ([l  llv)ves;us.. ) sur Spec K est un fibré adélique hermitien si, pour chaque place
infinie v € ¥, la norme ||-||,, est induite par un produit hermitien ( , ), sur EQx C,.
Par définition, les fibrés inversibles adéliques sont des fibrés adéliques hermitiens. Si
E et F sont deux fibrés adéliques hermitiens, on appelle homomorphisme de E vers
F toute application K-linéaire de F vers F.

REMARQUE 2.1.9. — Dans la littérature, la notion de fibré vectoriel normé (surtout
celle de fibré vectoriel hermitien) sur Spec O est plus couramment utilisée. Un fibré
vectoriel normé & sur Spec Ok est la donnée d'un Ox-module projectif & et d’une
famille de normes || - ||, sur & ®y, C,, invariantes par la conjugaison complexe si la
place v est réelle. Une autre définition équivalente est la donnée (&, (|| - |ls)o:k—C)
d’un Ok-module projectif & et d’une famille de métriques || - ||, indexées par les
plongements de K dans C, invariantes par la conjugaison complexe (on tient compte
aussi de l’action de la conjugaison complexe sur les plongements).

Si pour toute place infinie v (resp. pour tout plongement o : K — C), la métrique
1o (resp. |- ]l) est hermitienne, on dit que (&, (|- l)ves..) (resp. (&, (|-l )orxc —c))
est un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok .

Comme montré par Gaudron [22, §3], les fibrés vectoriels normés (resp. fibrés
vectoriels hermitiens) sur Spec Ok sont étroitement liés aux fibrés vectoriel adéliques
(resp. fibrés adéliques hermitiens) sur Spec K. Soient & un fibré vectoriel normé sur
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Spec Ok et E = &g . Pour chaque place finie p € Xy, la structure de @) x-module sur
& induit une norme || - ||, sur E ®x C,, :

Isllp = inf {|al, | a € Cp, s € a(E®p, Op)},

ot §), est 'anneau de valuation de C,. Ainsi (E, (|| [lv)ves;us..) est un fibré vectoriel
adélique sur Spec K, qui est hermitien si & est hermitien.

Réciproquement, étant donné un fibré vectoriel adélique E sur Spec K, on peut en
déduire une structure entiére sur @ . En effet, ’ensemble

E={z e E|VpeXy, |zll, <1}

est un O -module projectif de type fini. Si les métriques aux places finies sont discrétes
(c’est-a-dire que, pour tout p € 3y, il existe une base de E sur K qui est orthonormée
pour la norme || - ||,), alors pour chaque p € ¥y, la norme sur F ® g C, induite par la
structure entiére de &§ coincide avec || - |,.

Etant donné un fibré adélique hermitien E, les sous-fibrés adéliques hermitiens et
les quotients adéliques hermitiens sont naturellement définis. Un sous-fibré adélique
hermitien est la donnée F d’un sous-espace vectoriel F' de F muni des métriques
induites. L’espace quotient E/F et les métriques quotientes forment aussi un fibré

adélique hermitien sur Spec K, noté E/F. Le diagramme 0 F E E/F

est appelé une suite exacte courte de fibrés adéliques hermitiens.

Plusieurs constructions algébriques sont “canoniquement” définies pour les fibrés
adéliques hermitiens, notamment la somme directe et le produit tensoriel de deux fibrés
adéliques hermitiens, ainsi que le dual, les puissances symétriques et les puissances
extérieures d’un fibré adélique hermitien. En particulier, le déterminant d’un fibré
adélique hermitien E est par définition la puissance extérieure détE := A8 FE. De
plus, on a cTcE(E) = d/e\g(détE). D’autre part, d/e\g(E) + d/e\g(Ev) = 0,00 E estle
dual de E.

Si 0 F E G 0 est une suite exacte courte de fibrés
adéliques hermitiens, alors détE est canoniquement isomorphe & détF ® détG, d’oit
(25) deg(E) = deg(F) + deg(G).

Si E et F sont deux fibrés adéliques hermitiens, alors dét(E ® F) est isomorphe &
(détE)® e F @ (détF)® ™8 £, Par conséquent,

(26) deg(E ® F) = rg(F)deg(E) + rg(E)deg(F).

Les égalités de degrés d’Arakelov (25) et (26) impliquent les égalités suivantes de
pentes

(27) A(E) = ELAF) + E2(0)
(28) A(E © F) = i(E) + i(F),

pourvu que tous les fibrés adéliques hermitiens sont non-nuls.
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La propriété de dualité suivante est valable pour les fibrés adéliques hermitiens.

PROPOSITION 2.1.10. — Si E est un fibré adélique hermitien, alors
P . —v
(29) Bmin(E) = —lmax(E )
REMARQUE 2.1.11. — L’égalité (29) n’est plus vraie en générale pour les fibrés
vectoriels adéliques. Voir [22, Lemme 5.6] pour une majoration explicite de

~ -V ~ -
|max(E ) + Hmin (£)]

lorsque E non-nul.

2.1.4. Pente minimale du produit tensoriel. — On rappelle une estimation de la
pente minimales du produit tensoriel d’'un nombre fini de fibrés adéliques hermitiens
établie dans [17].

PROPOSITION 2.1.12. — Soit (E;)i<i<n une famille finie de fibrés adéliques
hermitiens non-nuls sur Spec K. L’inégalité suivante est vérifiée :

(30) fmin(B1® - ® Ep) > Z (ﬁmin(Ei) — log(rg EZ))
i=1

REMARQUE 2.1.13. — 1) Dans [17] theorem 1.1, 'auteur a montré que

n
imax(Br @+ @ Bn) < Y (fimax(E:) + 10g(1g Ex) ).
i=1
Si on applique ce résultat a la famille (E:/ )i<i<n, €n s’appuyant sur ’égalité
~ =V ~ = .
Pmax(E ) = —Lmin(E), on obtient (30).
2) Dans [17], les estimations sont obtenues dans le cadre des fibrés vectoriels
hermitiens sur Spec O, mais ces estimations restent valables avec le méme terme

d’erreur pour les fibrés adéliques hermitiens.

2.1.5. Comparaison des fibrés vectoriels adéliques aux fibrés adéliques
hermitiens. — Soit V' un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur C. Soit r =
rg(V). Les normes sur V' se comparent aux normes hermitiennes via ’ellipsoide de
John et Vellipsoide de Lowner (cf. [22] définition-théoréme 2.4, voir aussi [43] page 84).
Plus précisément, si || - || est une norme sur V, alors il existe deux normes hermitiennes
I ll5onn €t || - |Lswner telles que

1
(31) Wnﬂhohn <zl < [|2llsonns €t [|2]|Lswner < [l2]] < \/;”x”L'dwner

quel que soit z € V.

Si E = (E,(]| - |lo)ves) est un fibré vectoriel adélique, on désigne par Ej le fibré
adélique hermitien (E, (|| - ||2)vex) qui admet E comme espace vectoriel sous-jacent,
et tel que

VoeXp -y =11y et Yv&Za, [l lly=1"llv,s0mn-
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De fagon similaire, on désigne par Ep, le fibré adélique hermitien (E, (|| - ||)ves) qui
admet E comme espace vectoriel sous-jacent, et tel que

Vp € Xy, ” . H;a = ” : ||Pa et Vv e X, ” : ”2; = H : ||v,L6wner-

On en déduit les comparaisons suivantes :

PROPOSITION 2.1.14. — Soit E un fibré vectoriel adélique de rang r > 0 sur Spec K.
Alors on a les inégalités suivantes :

(32) A(B) - Llogr < A(E))
(33) ﬁmaX(E) -1 logr X Hmax( 7)
(34) /Lmln( ) - 3 IOgT' < ,u/mm( J)

<A(E) < fi(Br) < A(E) + 5 logr,
< ﬁmax(E) ﬁma (EL) < /J'max(E) + %log T,
< fimin(E) < fimin(EL) <

Démonstration. — Ce sont respectivement des conséquences des inégalités de pentes
(21), (22) et (23). O

fmin(E) + % log 7.

2.1.6. Application a I’étude du produit tensoriel. — Soit (E;)" ; une famille
finie de fibrés vectoriels adéliques. A I’espace tensoriel By ® --- ® E,, il y a plusieurs
fagons “naturelles” de conférer une structure de fibré vectoriel adélique tensoriel.
Ces constructions sont discutées en détail dans [22, §3.3]. On rappelle quelques
constructions et résultats dans [22] que ’on utilisera plus loin dans le chapitre 4.

Soit n > 1 un entier. On appelle norme tensorielle d’ordre n la donnée o pour toute
famille (V;,] - )%, de n espaces de Banach de dimension finie sur C d’une norme
I - ||« sur le produit tensoriel V; ® --- ® V,, telle que

(i) pour tout (z1,...,2,) €EVi X -+ x V,, on a
n

||-'E1 [ ®-'17n||a < H ”xl“?

(ii) si pour tout i € {1,...,n}, ¢; : V; — W; est une application linéaire d’espaces
de Banach de dimension finie, alors la norme de ’application

PR QP VI®--QV, — W ® - QW,
pour les normes | - ||, est majorée par le produit des normes [];_; ||l¢s]-

On désigne par V1 ®,, - - - ®4 Vi, l'espace tensoriel V1 ® - - - ® V;, muni de la norme || || .
On dit que o est une norme tensorielle hermitienne si, pour toute famille (V;)™,
d’espaces hermitiens, ’espace normé V; ®,, -+ ®, Vi, s’identifie au produit tensoriel
hermitien usuel de Vi, ..., V,,. Autrement dit, si pour tout i € {1,...,n}, e® est une
base orthonormée de V;, alors

e(1)®-~-®e("):{x1®---®xn|Vie{1,...,n},xiEe(i)}

est une base orthonormée de V1 ® - - - ® V,, pour la norme hermitienne || - ||q-
Considérons maintenant une famille (E;)?_, de fibrés vectoriels adéliques. Soit
E=FE ®---®E,. Sip est une place finie, alors pour tout ¢ € {1,...,n}, la norme
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d’indice p de E; correspond & un sous-8,-module libre &; , de E; ® Cp, ot O, est
l’anneau de valuation de C,. En effet, on a les relations

Gip={r € E@k Cp | |z]l, <1},
Vz € E;®k Cp, ||zl = inf{laly [ a € Cp, a7z € £ip}

Les @p-modules (&; ) ; déterminent une norme ultramétrique || - ||, sur 'espace
tensoriel £ @k Cp, = El,tcp R ® En,((:,,- En effet, on a

Vs€ E®k Cp, |sllp=inf{lalp |a €Cp,a s € &1, ®@ - @ Enpl-

Quitte & choisir une famille & = (v, )yex,, de normes tensorielles d’ordre n, on obtient
une structure de fibré vectoriel adélique (|| - ||»)vex sur E, ot pour toute place infinie

0, || llo = || * |, - Le fibré vectoriel adélique ainsi obtenu est noté E1 ®4 « -+ Q4 En,
appelé le produit tensoriel de (E;)*_; du type a. On dit que la famille a = (au)veg00
est hermitienne si toutes les normes tensorielles «, sont hermitiennes.

Si les fibrés vectoriels adéliques E; sont hermitiens et si la famille o est hermitienne,
alors le fibré produit tensoriel 1 ®q - - -®q By est lui-méme hermitien, et s’identifie au
produit tensoriel usuel F1 @ --- ® E,,. Mais il n’est pas vrai en général que le produit
tensoriel F1 ®q -+ - ®q Ep soit hermitien, méme si toutes les normes tensorielles a,,
sont hermitiennes. Le résultat suivant compare E1 ®q - - - ®q E,, aux produit des fibrés
adéliques hermitiens, sachant que la famille o est hermitienne.

PROPOSITION 2.1.15. — On suppose que (E;)"_, est une famille de fibrés vectoriels
adéliques et que a = (ay)pex,, est une famille de normes tensorielles hermitiennes.
On pose (Ea (” . ||U)UEE) =FE1®qQa E, et

(B, (I lo,g)ves) = @i Eig, (B (- loL)ves) = Qi1 Eir.

Alors, pour toute v € X, et tout x € EQg C,, x #0, on a
(35) [zlloL < ll2llo < ll2]lv,s,

3 n
<3 ; log(rg E;).

(36) log |||, —log |z[|,s

Démonstration. — Pour (35), voir [22] §5, la démonstration de la proposition 5.2. Dans
la suite, on démontrera (36). Pour tout i € {1,...,n}, soit e une base orthonormée
de E; ®x C,, pour la métrique || - ||y, Lowner- Soit

e:{31®..-®sn|Vi€{1,...,n}’ SiGe(i)},

C’est une base orthonormée de E ®x C, pour la norme || - ||,,. Pour tout élément
$§=81Q---Q8, €e,on a

n
log [[sl|v,s = Z log [[5]]v,30hn < Z log |[illv,Lswner + log rg(E Z log(rg E;).
i=1 i=1
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Un élément général z de F ®f C, s’écrit sous la forme z = Y __as - s. D’aprés

Iinégalité de Cauchy—Schwarz on a

log [|z[lv,5 < 10g2a +*10g2|| [

sce see

- 1
< log ||z|v,L + Zlog(rgEi) + 3 log(#e).

i=1

sce

D’ou

7Pgsup log ||z]|v,1, — log ||$||UJ‘ Zlog rgE)+ = log (#e) = Zlog (rg E;).
0 Z‘GECU i=1

2.1.7. Produit tensoriel avec un fibré inversible adélique. — Soient £ =
(E, (|| - |ls)ves) un fibré vectoriel adélique et M = (M, (|| - ||%)ves) un fibré inversible
adélique sur Spec K. D’aprés [22, Proposition 5.2], pour toute famille de normes
tensorielles , le produit tensoriel E ®, M est isomorphe & (E, (|| - ||» - |lell})ves), 0

e € M est un élément non-nul quelconque. Autrement, tous les produits tensorlels
E ®, M sont isomorphes. On désigne par E ® M un produit tensoriel arbitraire de
la forme E ®, M. Par définition, on a i(E ® M) = fi(E) + fi(M). On en déduit les
égalités suivants :

(37) Pmax (E ® M) = [max (E) + ﬂ(M)7 Pomin (E ® H) = [min (E) + ﬂ(M)

2.2. Filtration et polygone de Harder-Narasimhan

Dans cette section, on rappelle d’abord la notion de semi-stabilité et celle du
drapeau de Harder-Narasimhan pour un fibré adélique hermitien, puis introduit la
filtration de Harder-Narasimhan indexée par R. Un lien explicite avec la notion
classique est ensuite établi. Ensuite, on discute les polygones de Harder-Narasimhan
dans le cas adélique.

2.2.1. Semi-stabilité et drapeau de Harder-Narasimhan. — On dit qu'un
fibré adélique hermitien non-nul E est semi-stable si fimax(E) = [(E), ou de fagon
équivalente, fimin(E) = a(E).

D’aprés [22] proposition 5.3, il n’y a qu’un nombre fini de sous-espaces non-nuls F'
de E tel que [i(F) = [imax(FE). D’autre part, si Fy et F, sont deux tels sous-espaces,
alors la suite exacte courte

0— N —FeF, ——Fi +F,——0
implique que
deg,,(F1 + F2) > deg,,(F1) + deg, (F2) — deg, (Fi N F3)
fimax(E) (rg F1 + rg Fy — 1g(F1 N Fy)),

\\/
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et on obtient donc fi(F; + F2) = fimax(F). Cela montre l'existence d’un plus grand
sous-espace Eqes de E tel que [i(Eqes) = limax(E). Par définition, E 4. est semi-stable,
et Fges = F si et seulement si E est semi-stable. Si ce n’est pas le cas, on dit que
Fles est le sous-fibré adélique hermitien qui déstabilise E. Par récurrence on obtient
un drapeau de E :

(38) E=EyDE 2--2E;=0

tel que E;/F;11 = (E/E;t1)des quel que soit ¢ € {0,...,d—1}. Ce drapeau est appelé
le drapeau de Harder-Narasimhan de E. Par définition, les sous-quotients E;/FE; 1
sont semi-stables. En outre, si on note u; = i(F;/E;+1), alors on a

(39) //Zmin(E) =po < pp <0 < Hd—1 = ﬁmax(E)~

Les nombres p; sont appelés les pentes successives de E.

2.2.2. Filtration de Harder-Narasimhan. — La donnée du drapeau de Harder-

Narasimhan (38) et des pentes successives (39) déterminent une R-filtration notée
de E telle que (cf. §1.2.1 infra)

E
giE= |J Ei
0<i<d
Hi=s

appelée la filtration de Harder-Narasimhan de E. Par définition, on a

(40) Amin(Br, ) = finin(E) et Amax(Ex, T7) = fimax(B),
Ol Amin €t Amax sont définies dans (3).

Si E = 0, alors par convention & 0 est I’unique filtration de 'espace nul. Les égalités
dans (40) sont encore valides.

PROPOSITION 2.2.1. — Pour tout s € R, ﬁmin(gsEE) > s.

Démonstration. — La proposition est évidente lorsque g fE = 0. Dans la suite, on
suppose que & fE est non-nul, d’ou ’espace E lui-méme est non-nul. Soit le drapeau
de Harder-Narasimhan de E comme dans (38). Soit 5 € {0,...,d} tel que gSEE =E,.

Comme Q’SEE est non-nul, on a ¢ < d. Le drapeau E; D E;11 2 --- 2 E4 est le
drapeau de Harder-Narasimhan de F;. Donc fimin(E;) = p; > s. O

PROPOSITION 2.2.2. — Soient E et F deuz fibrés adéliques hermitiens. Si p : E — F

est une application K-linéaire, alors ¢(E) est contenue dans 9§mm(f)_h(wF.

Démonstration. — Le cas ou ¢ = 0 est trivial. On suppose alors que ¢ est non-nul.
Soit FF' = Fy 2 Fy; 2 -+ 2 F,, = 0 le drapeau de Harder-Narasimhan de F'. Soit ¢
le plus grand indice dans {0,...,m} tel que ¢(E) C F;. Comme ¢ est non-nul, on a

i < m. Soit 1) ’homomorphisme composé¢ FE AN F, —— F;/F;+1 ou la derniére

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



42 CHAPITRE 2. FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN

fleche est la projection canonique. L’homomorphisme 1 est non-nul car I'image de F
par ¢ n’est pas contenue dans F; ;. Par I'inégalité de pentes (24), on obtient

ﬁmin(E) < ﬁmax(Fi/Fi—i-l) + h(lp) < ﬁ(FZ/F'LJrl) + h((p)

P F F
On en déduit Fz = gﬁ(m)F - gl’imin(E)—h(@)F' O

COROLLAIRE 2.2.3. — Pour tout fibré adélique hermitien non-nul E, on a

(41) Fr- Y F
0£FCE
min (F) >

Démonstration. — D’une part, la proposition 2.2.2 montre que, si F' C E est un sous-

espace non-nul tel que fimin(F) > s, alors F est contenu dans & EE, sachant que
I’application d’inclusion de F' dans FE est de hauteur nulle. D’autre part, la proposition

2.2.1 affirme que fimin (S SEE) > s. Donc & SEE est en fait le plus grand sous-espace G

de E tel que limin(G) > s, d’ou (41). O

La proposition suivante compare les filtrations de Harder-Narasimhan de deux
fibrés adéliques hermitiens.

PROPOSITION 2.2.4. — Soient E et F deuz fibrés adéliques hermitiens sur Spec K.
Soit ¢ : E — F une application K -linéaire. Alors, pour tout s € R, I’image de S‘rsEE

par ¢ est contenue dans gf_h(w)F. Autrement dit, A7 (p(z)) 2 A m(z) — h(p) quel
que soit x € B.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.2.1, /’Zmin(gsﬁE) > s. On obtient donc
o(IFE) c 9f_h(@)F compte tenu de la proposition 2.2.2. O

DEFINITION 2.2.5. — On désigne par vz la mesure vy, appelée la mesure associée

a E. Si E est non-nul, alors v est une mesure de probabilité.

COROLLAIRE 2.2.6. — Si E et E sont deus fibrés adéliques hermitiens et si p : B —
E' est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K, alors T, vy = vg.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 2.2.4 et du lemme 1.2.6.
O
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2.2.3. Polygone de Harder-Narasimhan. — Etant donné un fibré adélique
hermitien non-nul E, on désigne par P la fonction définie sur [0,1] dont le graphe

est le bord supérieur de l’enveloppe convexe des points <rgF/rgE,,ZZ(F)), ol

F parcourt tous les sous-espaces de E. La fonction %% est un polygone, appelé
le polygone de Harder-Narasimhan (normalisé) de E. Si le drapeau de Harder-
Narasimhan de E est (38) et si les pentes successives de E sont comme dans (39),

alors les sommets de %z sont de coordonnés (rg E;/rg E,ﬁ(EJ), et les pentes de

P+ coincident avec les p;. On en déduit donc la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2.7. — Le polygone de Harder-Narasimhan normalisé de E coincide
avec P(vg), le polygone associé a la mesure vg défini dans §1.2.5. En particulier,

AE) = P5(1) = / zvp(da),

fimax(E) = P5(0) = sup(supp ), Jimin(E) = P(1) = inf(supp vg).

REMARQUE 2.2.8. — (N]Iassiquement le polygone de Harder-Narasimhan de E est par
définition la fonction Pz définie sur [0,rg E| dont le graphe est le bord supérieur de
Penveloppe convexe des points (rg F, d/e\gn(F)), ou F parcourt tous les sous-espaces
vectoriels de E. Autrement dit, on a la relation Pz (t) = P5(trg E)/rg E. La version
normalisée du polygone de Harder-Narasimhan a deux avantages. Premiérement, les
valeurs de Pz représente différentes pentes de E, qui sont plus couramment utilisées
que les degrés dans la méthode des pentes. Deuxiémement, les polygones de Harder-
Narasimhan normalisés sont tous définis sur le méme intervalle [0, 1], cela donne la
possibilité de comparer les polygones de différents fibrés adéliques hermitiens. La
proposition 2.2.7 nous permet d’utiliser les mesures a étudier les polygones de Harder-
Narasimhan.

COROLLAIRE 2.2.9. — Si E et E sont deuz fibrés adéliques hermitiens et si ¢ : B —
E' est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur K, alors P5(t) < Pz (t) + h(p)t.

Démonstration. — On a P(tp\vg) = P(vg), compte tenu de la proposition 1.2.7 et
du corollaire 2.2.6. D’aprés (6), P (7, vz ) (t) = P(rg ) (t) +h(p)t = P5 (t) + h(p)t.
D’autre part, P(vg) = Pz On obtient donc P5(t) < Pz (t) + h(p)t. O

REMARQUE 2.2.10. — Dans [22, §5.2], Gaudron a défini le polygone de Harder-
Narasimhan et les pentes successives pour un fibré vectoriel adélique général. Etant
donné un fibré vectoriel adélique non-nul E, il a défini le polygone de Harder-
Narasimhan de E comme la fonction réelle éf sur [0,rg E] qui délimite I’enveloppe
convexe de ’ensemble {(rg(F),d/é\gn(F)) |F C E}. Pour i € {1,...,1g E}, la i®™°
pente de E est définie comme le nombre réel fi;(E) := ﬁﬁ(z) - @E(z —1). On
peut aussi définir une version normalis¢ du polygone de Harder-Narasimhan de
E en posant P5(t) = Pg(trgE)/rg E. Cependant, comme on n’a plus l'égalité
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Lirg(£)(E) = Bmin(E), le polygone associée a la filtration de la forme (41) ne coincide
pas forcément avec le polygone de Harder-Narasimhan normalisé de E. Donc on ne
peut pas utiliser directement les mesures de probabilité a étudier les polygones de
Harder-Narasimhan dans ce cas général. Néanmoins, si on désigne par Ej et Ep,
les fibrés vectoriels hermitiens dont les espaces vectoriel sous-jacent sont E et dont
les métriques sont respectivement les métriques hermitiennes de John et de Léwner
associées aux métriques de E, alors on a les relations

Py, < Pp < P

C’est une conséquence de la proposition 2.1.5. En outre, la hauteur de I’application
d’identité F1, — E; est bornée supérieurement par log(rg E). Par conséquent, on a

(42) |25, () — P5,(t)] < tlog(rg E)

compte tenu du corollaire 2.2.9. Cette estimation nous permettra d’obtenir le
comportement asymptotique des polygones de Harder-Narasimhan dans le cadre de
fibrés vectoriels adéliques.

2.3. Cas de corps de fonctions

Il est bien connu que les corps de fonctions et les corps de nombres son trés
similaires. Etant donné un corps k. Un corps de fonctions est une extension finie
du corps k(T') des fractions rationnelles & une variable. Un tel corps peut s’écrire
comme le corps des fonctions méromorphes sur une courbe projective réguliére C
définie sur k. La théorie des fibrés vectoriels adéliques sur un corps de fonctions est
aussi développée dans [22]. Dans cette section, on rappelle la notion de fibré vectoriel
adélique et on discute les filtrations de Harder-Narasimhan dans ce cadre. On fixe
un corps de fonctions K’ = k(C), ou C est un schéma projectif intégre sur Speck,
supposé étre régulier et de dimension 1.

2.3.1. Fibré vectoriel adélique sur un corps de fonctions. — Soit X’ I’ensemble
des places de K’, qui s’identifie & ’ensemble des points fermés de C. Toutes les places
dans Y’ sont non-archimédiennes. Pour chaque z € Y/, on désigne par n, l’entier
[k(z) : k], ot k(z) est le corps résiduel de C en z. Soit en outre v, la valuation
discréte de K’ correspondant & z. La version logarithmique de la formule de produit
pour K’ s’énonce comme

(43) VEEK™, Y ngu.(f)=0.

TeX!

Soit | - |, la valeur absolue sur K’ telle que |f|, = e~"*(f) quel que soit f € K'*. On
désigne par K. le complété de K’ pour la valeur absoule | - |, et par C, le complété
d’une cloture algébrique de K, ou la valeur absolue | - |, s’étend de fagon unique.
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REMARQUE 2.3.1. — Dans [22], 'auteur a choisi de travailler dans le cas ou le corps
k est fini. Dans ce cas-13, il y a un choix “canonique” de la métrique | - |, en posant
| - |« = (#k)~"=(). Mais le changement de valeurs absolues conduit & une constante
supplémentaire (strictement positive) devant les degrés d’Arakelov et les pentes, qui
est en fait anodin. Donc les résultats et les démonstrations dans loc. cit. sont valables
pour k quelconque, quitte & désigner une valeur absolue de 'uniformisante.

DEFINITION 2.3.2. — On appelle fibré vectoriel adélique sur Spec K’ toute donnée
E=(E,(|| - llz)zex’) d’un espace vectoriel E de rang fini sur K’ et d’une famille de
normes ultramétriques || - || sur E @k’ C,, soumise aux conditions suivante :

1) 1l existe une base (s1,...,s.) de E sur K’ et une partie finie S de X' telle
que |la;sy + -+ + arSpllz = max(|ai|g, ..., |ar|z) quels que soient z € X'\ S et
(a1,...,a,) € CL.

2) Pour tout z € ¥', la norme || - || est invariante sous l’action de Gal(C,/K.). Plus
précisément, si (e1,...,e,;) est une base de Ex: sur K et si ai,...,a, sont des
éléments dans Cg, alors || 7(a1)er + - - -+ 7(ar)er||s = ||arer +- - - + arer||z quel que
soit 7 € Gal(C,/KL).

Le rang de E est par définition rgy, (E). Si rgg. (E) = 1, on dit que E est un fibré

inversible adélique.

Comme toute place de K’ est non-archimédienne, E est automatiquement
“hermitien”. Si r = rgg, E et si (s1,...,s,) est une base de FE sur K’, alors le degré
d’Arakelov de E et sa version normalisée sont respectivement

—_— —_— 1 —_—
deg(F) = — mé/ nglog|[si A - Ase|l. et deg,(F)= mdeg( ).
Cette définition ne dépend pas du choix de la base (s1,...,s;), grace a la formule

de produit (43). L’avantage du procédé de normalisation est que, la fonction d/e\gn
est invariant par toute extension finie du scalaire. Les opérations algébriques sont
naturellement définies pour les fibrés vectoriels adéliques sur Spec K'. En particulier,
le déterminant dét(E) := A FE satisfait a 1’égalité deg(dét(E)) = deg(E). La
caractéristique d’Euler-Poincaré est définie comme

X(E) = deg(E) +1g E(1 - g),
ol g est le genre de C.

REMARQUE 2.3.3. — Si & est un @ c-module localement libre de rang fini, et si £ =
6k, alors la structure de @ c-module sur & définit naturellement une famille de

ultranormes || - ||, sur les E ®k C, ot & € ¥'. On désigne par #, lanneau de
valuation dans C,. La norme || - ||, est définie comme

5]l = inf {|a|x | a€Cy sealby, B0c.e @x)}

On obtient ainsi un fibré vectoriel adélique E sur Spec K’, et on a la relation d/e\g(E) =

deg(6).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



46 CHAPITRE 2. FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN

Réciproquement, pour toute partie finie non-vide S de ¥/, U = C'\ S est un schéma
affine. On désigne par Oy son anneau. Etant donné un fibré vectoriel adélique E sur
Spec K, il s’avére que ’ensemble

b ={s€E|VeeUNY, ||s|l. <1}

est un Opy-module projectif de type fini. On suppose que les métriques de E sont
discrétes. Pour tout z € UNY', la norme sur E induit par la structure de ¢ ,-module
sur Sy, coincide avec ||-||. Si U C V sont deux ouvert affine de C, alors ’application
d’inclusion &y — &y est compatible 8 ’homomorphisme canonique Oy — @y. Par
recollement on obtient un @ c-module localement libre de rang fini & tel que &g = E
et que, pour tout z € X, la norme induite par la structure de H¢ ,-module sur &,
s’identifie & || - |-

2.3.2. Pentes, filtration et polygone de Harder-Narasimhan. — Les
constructions dans la section précédente, notamment celles de pente, de filtration et
polygone de Harder-Narasimhan sont valables pour tout fibré vectoriel adélique non-
nul sur Spec K. 1l suffit de remplacer dans §2.1 et §2.2 les occurrences de ’expression
“fibré adélique hermitien” par “fibré vectoriel adélique” et celles du symboles “K” par
“K".

Dans le cadre de la géométrie algébrique sur C, on est plus habitué a la version
non-normalisée du degré et des pentes. Soit & un fibré vectoriel non-nul sur C, qui
correspond a un fibré vectoriel adélique &k sur Spec K’. On désigne par u(8) la
pente de &, qui est le quotient deg(&)/rg(&). Par définition on a la relation u(&) =
deg(C)ﬁ(gK/). Les faits sur les fibrés adéliques que 1’on a présentés conduisent & des
énoncés analogues dans ce cadre qui correspond aux résultats classiques concernant
les fibrés vectoriels sur C. Pour faciliter les lecteurs, on résume quelques constructions
et résultats.

Etant donné un fibré vectoriel non-nul & sur C. La pente maximale et la pente
minimale de & existent. On rappelle que la pente mazimale pmax(&) est la valeur
maximale des pentes des sous-fibrés vectoriels de &; et la pente minimale pimin (&) est
la valeur minimale des pentes des quotients localement libres de &. Le fibré vectoriel
& est dit semi-stable si p(6) = pmax(8), ou de fagon équivalente, p(&) = pmin(8E).

11 existe un unique drapeau & = &y 2 &1 2 -+ 2 &g = 0 tel que les sous-quotients
&i/ Git1 solent semi-stables et que pu(&o/61) < -+ < p(Ea—1/Eq). Ce drapeau induit
par restriction & la fibre générique un drapeau &g = o k' 2 S1,x7 2 -+ 2 Eaxr =0
d’espaces vectoriels sur K’. On en déduit donc (cf. §1.2.1 infra) une filtration de &k,
appelée la filtration de Harder-Narasimhan de &. On désigne par P« le polygone
normalisé correspondant.

Comme expliqué plus haut dans la remarque 2.3.3, le fibré vectoriel & détermine
un fibré vectoriel adélique &x+. On a les relations

o tma(®) ~ o Hmin(8) Pe

) HmaxlO10) = Segcy Pn(O) = 00y @ T = Geale)
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Dans le cadre de la géométrie relative, les inégalités de pentes sont plus simples.
Notamment, si ¢ : § — & est un homomorphisme non-nul de fibrés vectoriels sur
C, alors pimin(8) < tmax(F). Si @ est injectif, alors fimax(&) < tmax(F). Si @ est
surjectif, alors fmin(&6) < fmin(F).
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CHAPITRE 3

CONVERGENCE DES POLYGONES

Dans ce chapitre, on établit la convergence uniforme des polygones associés & une
algébre graduée dont chaque composante homogéne est munie d’une R-filtration.
Deux stratégies radicalement différentes sont proposées. La premiére est inspirée
par un travail de Faltings et Wiistholz [20] qui remonte & l'idée trés classique de
séries de Poincaré. Cette approche, qui permet de calculer explicitement la limite
des polygones, se restreint cependant au cas d’algébre N2-bigraduée, c’est-a-dire au
cas ou les filtrations sont induites par une autre graduation. Ce cas particulier est
loin d’étre suffisant pour les applications arithmétiques car déja les pentes successives
d’un fibré adélique hermitien, qui décrivent les points de saut de sa filtration de
Harder-Narasimhan, ne sont pas nécessairement des entiers, autrement dit, en général
la filtration de Harder-Narasimhan ne peut pas étre induite par une Z-graduation.
D’autre part, méme si dans certains cas particuliers les pentes successives sont des
entiers, il est peu plausible d’espérer que la structure d’algébre de 1’algébre qui
nous intéresse soit compatible aux graduations induites par les filtrations de Harder-
Narasimhan. L’une des difficultés majeures pour étendre cette approche au cas général
est I’absence de finitude de l’algébre bigraduée associée a4 une algébre graduée munie
des filtrations. Pour surmonter cette difficulté, on adopte la deuxiéme stratégie qui
consiste & montrer que les mesures associées aux filtrations que 1’on considére vérifient
une sorte de sur-additivité. En s’appuyant sur les généralisations du lemme de Fekete
établies dans §1.3, on obtient la convergence vague des mesures dilatées et en déduit
la convergence uniforme des polygones normalisés.

On fixe dans ce chapitre un corps k. Toutes les algébres sont supposées étre sur k.

3.1. Cas de modules bigradués

Dans cette section, on présente la théorie des séries de Poincaré a deux variables qui
est similaire a la théorie classique (cf. [14] VIII §4). On étudie ensuite le comportement
asymptotique de ces séries de Poincaré et en déduit le comportement asymptotique
des polygones associés.
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On entend par algébre bigraduée toute k-algébre commutative N2-graduée.
Autrement dit, une algébre bigraduée A est une somme directe A = @(m d)enz Ana
d’espaces vectoriels sur k, munie d’une structure de k-algébre unifére telle que
An,dAn’,d’ - An+n’,d+d’~

Pour munir une algébre de polynéme k[T4,...,T,,] d’une structure d’algébre
bigraduée, il suffit d’assigner une application f : {1,...,m} — N2. Dans ce cas-la,
Pélément T; est homogeéne de bidegré f(i). Une telle algébre est notée k[f].

Etant donnée une algébre bigraduée A. On appelle A-module bigradué tout A-
module M muni d’une Z2-graduation en espaces vectoriels sur k telle que, pour
tout (n,d) € N? et tout (n/,d’) € Z?, on ait A, aMy a0 C Mpyin drar- A partir
de M, on peut construire des nouveaux A-modules bigradués en décalant les
composantes homogénes : pour tout (n,d) € Z2, on désigne par M (n,d) le A-module
bigradué tel que M (n,d)n a0 = Mptn' d+q- En outre, les A-modules bigradués et les
homomorphismes homogénes forment une catégorie abélienne. Cela nous permet de
considérer les suites exactes de A-modules bigradués.

Si A est une algébre bigraduée de type fini, alors elle est engendrée par un nombre
fini d’éléments homogénes ai,...,a,. Soit f : {1,...,m} — N2 Dlapplication qui
envoie 4 en le bidegré de a,. Alors 'homomorphisme surjectif de k-algébres de k[f] =
k[T, ...,T,,] vers A qui envoie T; en a; est homogeéne. Tout A-module bigradué peut
donc &tre considéré comme un k[f]-module bigradué, qui est de type fini si M est un
A-module de type fini.

On renvoie les lecteurs a [13] II §11 pour une présentation plus compléte des
algébres graduées et des modules gradués.

3.1.1. Séries de Poincaré a deux variables. — Soient f = (f1, f2) une application
de {1,...,m} vers N? et M un k[f]-module bigradué de type fini. On appelle série
de Poincaré de M l'élément Py € Z[X,Y][X !, Y '] défini par

Py= Y 1g(Mya)X"Y"
(n,d)€Z?

m
On note Qu = Py H(l — X[ @y )y,
i=1
La série de Poincaré est additive par rapport aux suites exactes courtes :
si 0 M’ M M 0 est une suite exacte de k[f]-modules
bigradués de type fini, alors Py; = Py + Py,

La proposition suivante est un analogue d’un résultat classique des séries de
Poincaré a une variable.

PROPOSITION 3.1.1. — Avec les notations au-dessus, on a Qpr € Z[X,Y, X1, Y1].
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Démonstration. — On raisonne par récurrence en m. Si m = 0, alors k[f] = k.
Comme M est un k-module de type fini, Py; € Z[X,Y, X!, Y ~1]. On suppose que la
proposition a été démontrée pour les modules bigradués sur une algébre des polyndémes
a m—1 variables. Soit f’ larestriction de f a {1,...,m—1}. On note (ny,,dy,) = f(m).
L’application T, : M(—nu, —dm) — M est un homomorphisme de k[f]-modules
bigradués. Soit N son noyau (vu comme un sous-k[f]-module bigradué de M). La
suite suivante est exacte :

0 —— N(=1tm, —dpm) ——= M (=1, —dp) —2 M —— M /Ty M —0 .
Par conséquent,
Py — X" Y% Py = Payyryom — XY Py

Comme M/T,,M et N sont des k[f'] = k[f]/(Tim)-modules bigradués de type fini,
d’aprés 'hypothése de récurrence, on a

Qum = Qumyr,,m — XY Qn € ZIX,Y, X1 Y. O

REMARQUE 3.1.2. — Dans le cas particulier ou f; = 1, l'algébre k[f] munie de
la premiére graduation est ’algébre de polyndéme usuellement graduée. On peut
également considérer la premiére graduation de M pour laquelle la ni™° composante
homogeéne de M est @ ., Mp,a. Avec cette graduation, M est un module gradué de
type fini sur ’algébre de polynémes k[T, ..., T,,] usuellement graduée. Si on désigne
par H)s la série de Poincaré classique de M (pour la premiére graduation), alors on
a la relation Hp (X) = Pp(X,1). La théorie classique des séries de Poincaré affirme
qu’il existe h € {0,...,m} tel que Hy;(X) s’écrive sous la forme

(45) Hy(X)=ap(X)1 = X)™ "+ ap_1(X)1 - X)™ " 4. 4 ap(X),

oll ag, . ..,a sont des éléments dans Z[X, X "] et a;, est & coefficients positifs, et est
non-nul lorsque M # 0. D’autre part, les valeurs de h et de ay (1) ne dépendent pas du
choix de (ag, ..., an). Lorsque M # 0, la valeur de h coincide avec la dimension de M,
c’est-a-dire la dimension de Krull de k[T7,...,T;,]/ann(M). On note ¢(M) = ax(1).
Si M = 0, on note par convention dim(M) = —oco et ¢(M) = 0.

Dans la suite, on présente un analogue de la formule (45) pour les séries de Poincaré
& deux variables :

THEOREME 3.1.3. — Soient f = (f1, f2) : {1,...,m} — N2 une application telle que
fi =1 et M un k[f]-module bigradué de type fini. Alors la série Py peut s’écrire sous
la forme

h
(46) PM(XaY):Z Z Ia(X7Y)H(1_XYf2(i))_17
r=0 acC{1,...,m} i€
#a=r
ol

1) I, € Z[X,Y, X1, Y"1,
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2) si #a = h, I, est a coefficients positifs,
3) st M # 0, il existe au moins un oo C {1,...,m} de cardinal h tel que I, # 0.

Pour simplifier la démonstration du théoréme 3.1.3, on introduit la notation
suivante : si M est un k[f]-module bigradué de type fini satisfaisant a l’assertion du
théoréme 3.1.3, on dit que M vérifie la condition P, noté P(M). Avec cette notation,
I’énoncé du théoréme 3.1.3 se simplifie comme :

pour tout k[f]-module bigradué de type fini M, on a P(M).

Pour tout entier m > 0, soit ©,, ’ensemble
{(6,§) €Z* |0<i<m, j>0}U{(~00,0)}.

On le munit de la relation lexicographique “<” comme ci-dessous:

(i,5) < (¢, ;') si et seulement si i < i’ ousii=1, j<j'.

C’est une relation d’ordre. L’ensemble ©,,, est totalement ordonné pour cette relation.
On utilisera ’expression “(i, j) < (¢, j')” pour désigner la condition
(i,5) < (¢,§") mais (i,5) # (')

LEMME 3.1.4. — Soit 0 M’ M M 0 wune suite exacte
courte de k[f]-modules bigradués de type fini. Alors
1) dim M = max(dim M’,dim M"),

(M) +ce(M"), dimM’ =dimM",
2) (M) =< (M), dim M’ > dim M",

c(M"), dim M" > dim M’.
3) P(M') et P(M") = P(M).

Démonstration. — C’est une conséquence des égalités Py; = Puyr + Py et Hy =
Hpyp + Hpprr O

Démonstration du théoréme 3.1.8. — On raisonne par récurrence en m en commengant
par montrer que le théoréme est vrai pour le cas ot dim M < 0. Si M est de dimension
< 0, alors la série de Poincaré classique de M, i.e., Hy(X) = Py (X, 1) est un élément
de Z[X,X 1], et on a Py; € Z[X,Y, X1, Y~1]. Donc la condition P(M) est vérifiée.
Comme dim M < m, le théoréme est vrai lorsque m = 0. On suppose que le théoréme
est vrai pour les modules bigradués sur une algébre des polynémes & au plus m — 1
variables (m > 1). Soient f = (f1, f2) : {1,...,m} — N? une application telle que
fi=1let M un k[f] 2 k[Th, ..., Ty]-module bigradué de type fini. Soit d = fa(m). On
commence un autre procédé de récurrence en (dim M, ¢(M)). La condition P(M) a été
déja démontrée pour dim M < 0. On suppose qu’elle a aussi été prouvée pour le cas ou
(dim M, ¢(M)) < (r,8), 000 < 7 < m, s > 0. Dans la suite, on démontre P(M) pour le
cas ol (dim M, ¢(M)) = (r, s). On considére ’homothétie T,,, : M (—1,—d) — M, qui
est un homomorphisme de k[f]-modules bigradués. On désigne par f’ la restriction
de f a{1,...,m — 1}. Soit Nj le noyau de T,, (vu comme un sous-k[f]-module
bigradué de M). C’est un k[f’]-module bigradué de type fini. D’aprés I’hypothése
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de récurrence, P(N7) est vraie. Soit My = M/N;. D’aprés le lemme 3.1.4 3), pour
démontrer P(M), il suffit de démontrer P(M;). Si dim N; = dim M, alors ou bien
dim M; < dim M, ou bien dim M; = dim M et ¢(My) = ¢(M) — ¢(N1) < ¢(M). Donc
on a toujours (dim Mi,c(M1)) < (dim M, c(M)). D’aprés ’hypothése de récurrence
on obtient P(M). Sinon, on a dim Ny < dim M et (dim M1, ¢(M7)) = (dim M, ¢(M)).
Si P(M) n’était pas vrai, en itérant le procédé comme ci-dessus on obtiendrait une
suite croissante de sous-modules homogénes

(47) N1CN2C"'NjCNj+1C"'
de M telle que,
i) N; =KerT7?,,
i) dim N; < dim M,
ili) M; := M/N; ne satisfait pas a la condition P, et (dim M;,c(M;)) =
(dim M, c¢(M)).
Comme k[f] est un anneau noethérien, la suite (47) est stationnaire. Autrement dit,

il existe j € N tel que N; = N;;1. Cela montre que 'application d’homothétie T5, :
M;(—1,—d) — M; est injective. On considére la suite exacte

0 ——= M;(—1,—d) —== M; —= M;/T,,M; —=0 .

Soit N' = M,;/T,,,M;. C’est en fait un k[f’]-module de type fini. D’aprés ’hypothése
de récurrence on a P(N'). Enfin, comme (1-XY %) Py, (X,Y) = Py/(X,Y), on obtient
P(M;). Cela est absurde. Donc la condition P(M) est vérifiée. O

3.1.2. Mesures associées a une série 4 deux variables. — On associe a chaque
série formelle dans Z[X,Y][X !, Y ~!] dont les coefficients sont positifs une suite de
mesures boréliennes sur R et ensuite étudie le comportement asymptotique de ces
mesures. On verra plus loin que, si la série formelle que l'on considére est la série
de Poincaré d’un module bigradué, alors ces mesures coincident avec les mesures
associées aux filtrations induites par la deuxiéme graduation.

Soit P une série formelle dans Z[X,Y][X !, Y 1] & coefficients positifs. Alors P
s’écrit sous la forme P(X,Y) = Z an.a(P)X"Y?. Pour tout n € N, on note

(n,d)ez?
Sp(P) = Z an,q(P). On désigne par v, p la mesure borélienne sur R de la forme
dez

ana(P)
(48) Un,p = mdd/n
dez "
Si S, (P) = 0, alors par convention v, p est la mesure nulle.

On s’intéresse & étudier la convergence vague des mesures v, p pour une série de
Poincaré a4 deux variables, c’est-a-dire une série P de la forme (46). Une telle série
sous la forme la plus simple est celle dans la proposition au-dessous. Dans ce cas-la
la suite des mesures v, p converge vaguement vers une mesure borélienne, qui est
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I'image directe de la mesure de Lebesgue sur un simplexe par une projection linéaire.
On montrera dans le théoréme 3.1.7 que la convergence au cas général se déduit
naturellement du résultat dans ce cas particulier, et la limite des mesures est une
combinaison linéaire d’images directes de mesures de Lebesgue.

Pour tout entier m > 1, soit A,, le simplexe

Ao = {1 v) €RY [ oy = 1.

Siu = (uq,...,un) est un élément dans R™, on désigne par ¢,, : A, — R1’application
qui envoie (Y1,...,Ym) €N Y1U1 + -+ + YmUm €t par v, I'image directe de la mesure
de Lebesgue sur A,, (normalisée de sorte que la masse totale est 1) par ’application
¢y. C’est une mesure de probabilité. Enfin, soit vz la mesure nulle par convention.

On fixe dans la suite du sous-paragraphe un entier m > 1 et un élément u =
(ug,...,um) € N™.

PROPOSITION 3.1.5. — Si P est une série dans Z[X,Y] de la forme
PX)Y) = H(l - XYUi)ilv
i=1

alors les mesures boréliennes v, p convergent vaguement vers v, lorsque n — +00.

Démonstration. — On a

P(X,Y) = ﬁ doxrymi= > X"y > 1
i=1n>0 (n,d)ENXZ (a1,...,am)EN™

arttam=n,
arur+-+amu,m=d

=1+ Y X"y¢ > 1.
(n,d)GZ2 (yl,...,ym)E%Nm
n>0 y1+-+ym=1,

yiur++Ymum=d/n

Sa(P)= Y, L

(Y1, ym)EEN™
Y1+ Fym=1

Pour tout entier n > 0, soit 7,, p la mesure sur A,,, définie par

1
Nn,Pp = Z Sn(P) (Sg.

yeELNTNA,

En outre,

On observe que v, p est I'image directe de 7, p par ¢,. Par conséquent, v, p est &
support dans ¢, (A,,). Donc pour toute fonction continue f : R — R, f est intégrable
par rapport & la mesure v, p. Par la formule du changement de variables, on a

/ fdvap = / £ o @u dijnp,
R A,
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qui est la n'®™¢ somme de Riemann de la fonction f o ¢, : A,, — R. Donc la suite

( /]R ! dV"’P) n>1

=

converge vers / fow,dn = / fdpus«n, ol n est la mesure de

A

Lebesgue sur A,,. On en déduit alors que les mesures v, p convergent vaguement vers
PuxT)- O

COROLLAIRE 3.1.6. — Si Q est une série non-nulle dans Z[X,Y,X 1 Y~1] a
coefficients positifs, et si P € Z[X,Y][X™1,Y 1] est de la forme

P(X,Y) H XYyu)~
i=1
alors les mesures boréliennes v, p convergent vaguement vers v, lorsque n — 400.

m

Démonstration. — Soit P/ = H(l — XY"“)~!, On suppose que Q soit de la forme
i=1
QX Y)= > Y cwaX"Y,

In'|<b |a/|<r

ol ¢y g = 0. Comme P = P'Q),

an,d(P) = Z Z Cn’,d’an—n’,d—d’(P/)

[n'|<b |d'|<r
et
/
= E an,d(P) = E E E Cn’,d/an—n’,d—d’(P)
deZ deZ |n'|<b |d'|<r
/ /
= § E E Cn’,d’anfn’,dfd’(P ) = E E Cn’,d’Snfn’(P )
[n'|<b |d'|<r dEZ [n’|<b |d’'|<r
On note C,y = E ¢n dr- Avec cette notation, on a S, ( g Cr/Sp—n ) Si
|d’|<r In/|<b

g : R — R est une fonction continue & support compact, alors

_ an,d(P)
/Rgdvn,p => 5. () g9(d/n

deZ

1 d'Op—n’ d—a’ ( ’)g(d/n).
dEZ|n’|<b|d’\<r

La suite des nombres de la forme

n:EP) Z Z ZCn’,d’an*n’ad*dl(P/)g(d;d/’>

n—n
In/|<b |d/|<r dEZ

EP Z Z Cp/ d’ n—n'’ P)/gd’/n—n’,P’
1

%))

n

In’|<b |d/|<r R

= Sn(P Z Cn’Sn n’ )/Rgdl/n—n’,P/

In’|<b
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converge vers [, g dv, puisque les mesures v, p convergent vaguement vers vy, lorsque
n tend vers 'infini. La fonction g étant uniformément continue sur R, pour tout § > 0,
il existe € > 0 tel que, pour tous z,y € R vérifiant |z —y| < ¢, on ait |g(z) —g(y)| < d.
Soit dg = max |u;|. Comme P’ =[]/~ (1-XY%)~!,si|d| > don, alors a,, 4(P’) = 0.

1<i<m
Par conséquent, pour tous entiers n, d, n’ et d’ tels que n > b, [n’| < b, |d’'| < r et que
an—n’,d—d’(Pl) 7é 0, on a
d d—d| |dn—dn T b((n+b)dy + 1)
n n-n| |nn—n)|  n-n n(n —n')

Donc il existe un entier N > 0 tel que, pour tous entiers n, d, n’ et d’ vérifiant n > N,

d d-d
n|<bet < 7, on ait, ou bien a,_n g—g’ =0, ou bien |— — < €. On
/| <bet |d| < it, ou bi d—ar(P") = 0, ou bi ‘ : 0

n n-—n
obtient donc

d—d
9r = 5y 2 30 2 ewwanowas(Pla(5=5)
R In’|<b |d/|<r dEZ
d d—d
S (P) Z Z ch’ d'On—n’,d— d’(P)‘g() _g(n_n/)’
" |n’|<b |d/|<r dEZ
é
SHLISS S 3D ST I
n In’|<b |d|<r dEZ
On en déduit la convergence vague des vy, p vers v,,. O

THEOREME 3.1.7. — Soit

h
(49) PX,Y)=Y Y L&Y ][Ja-xy+«)

r=0 aC{1,...,m} 1€
#Ha=r

une série dans Z[X,Y][X L, Y] ou

a) P est & coefficients positifs,

b) I € Z[X,Y, X1, Y1),

c) pour tout « C {1,...,m} de cardinal h, I, est & coefficients positifs,
d) il existe au moins un o C {1,...,m} de cardinal h tel que I, # 0.

Alors les mesures boréliennes v, p convergent vaguement vers une mesure borélienne

vp lorsque n — +4o00. De plus, si pour tout @« = {iy < --- < ip} on note u, =
(Wiys- -, U4, ), alors la mesure limite vp est égale &
I,(1,1 X
(50) > %V% o S= Y I(,1)
ac{l,...,m} ac{l,...,m}
#a=h #a=h

Donc vp est une mesure de probabilité lorsque h > 0. Si h = 0, alors vp est la mesure
nulle.
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Démonstration. — Pour toute série @ € Z[X,Y][X ™', Y 1], on utilise 'expression
an,d(Q) pour désigner le coefficient du terme X"Y? dans Q. Pour tout n € Z, si
an,d(Q) est nulle pour tout sauf un nombre fini de d, alors on note S, (Q) la somme
des a5, 4(Q). Soit &7 le sous-ensemble de Z[X,Y][X ™1, Y 1] des séries Q telles que,
pour tout n € Z, an,q(Q) est nulle pour tout sauf un nombre fini de d. C’est en fait
un sous-groupe additif de Z[X,Y][X~1,Y~1]. De plus, 'application S,, : & — Z est
un homomorphisme de groupe. De plus, pour tout @ € <7, la série Q(X, 1) est bien
définie. En particulier, si @ est la série de la forme
QX,Y)=I1X,V)[[a-XY")™!, owac{l,...,m}, I€ZX,Y,X "Y'
i€a

alors @ € 7. En outre, on a

QX,1) = I(X,1)(1 - X)~*°
et donc

I(1,1

Sn(Q) = (#é’_i)!n#a_l + O(Tl#a_l) (n — o).
Pour tout o C {1,...,m} tel que #a = h, on note

PI(X,Y) = L(X,Y) [ - xy")~..

i€
Soient
P = 3" Pl et PO =p_pWh,
ac{1,..,m}
#a=h

D’apreés le corollaire 3.1.6, les mesures v 1) convergent vaguement vers v, lorsque
9 «@ !

I, # 0, et convergent vaguement vers la mesure nulle lorsque I, = 0. De plus, on a

Sn(PY)
V"yp(l) = Z ﬁy’mﬂgl)'
acC{1,....,m} Sn(P )
#a=h
En outre, 'additivité de la fonction S,, montre que lim Sn(Po(‘l)) = Io(1,1) On
. I,(1,1)
obtient donc que les mesures v,, pa) convergent vaguement vers Z Vy,, -
acC{1,...,m}
#a=h

Enfin, comme les I, (#a = h) sont a coefficients positifs et comme 'un parmi eux
est non-nul, on obtient lil’JIrl 8,(P®)/8,(PM) = 0 car S,(P®) = o(n"1) et

Sp(PM) > n"=1. On en déduit donc que les mesures

1
VUn,P = 7(Sn(P(1))Vn,P(1) + an,d(P(Q))(sd n)
Su(P) dZZ /
convergent vaguement vers la limite des v,, p«). O
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3.1.3. Convergence des polygones. — On s’intéresse maintenant & la convergence
des polygones associés 4 un module bigradué. Soient m > 1 un entier et u =
(U1, Um) € N™. Soit f = (f1,f2) : {1,...,m} — N? une application telle que

f1 =1 et que f3(i) = u;. Soient A = k[f] et M un A-module bigradué de type fini.

Soit P = Py, la série de Poincaré a deux variables de M. Pour tout entier n > 1,
on munit 'espace vectoriel My o := @ ey Mn,a de la R-filtration g™ définie par

g(n)Mn « = ®d>A M, 4, alors la mesure v, p définie dans (48) s’identifie & 71 LV g,

oll Vg () est la mesure associée a la filtration g™ definie dans §1.2.2, et T1 est
l’opération de dilatation définie dans §1.2.4. On suppose que M,, o est non-nul lorsque
n est assez grand et donc vg ) est une mesure de probabilité. Le théoréme 3.1.7
combiné avec la proposition 1.2.9, implique le résultat suivant :

THEOREME 3.1.8. — La suite des polygones de la forme %@(ugw) converge
uniformément vers une fonction concave sur [0,1] lorsque n tend wvers linfini.
De plus, en écrivant la série P sous la forme (49) (cela est toujours possible d’apres
le théoreme 3.1.3), la limite des polygones coincide avec P(vp), ot vp est la mesure

de probabilité définie dans (50).

Démonstration. — D’aprés le théoréme 3.1.7, la suite de mesures (T'1vgm))n>1
converge vaguement vers vp. D’aprés (6), on a @(Ty/y(n)) = %g’(ugw). La

proposition 1.2.9 montre alors que (1%(vgm)))n>1 converge uniformément vers

@(l/p). O

EXEMPLE 3.1.9. — On considére un cas particulier ou M = A. Dans ce cas-la, la
limite vp des mesures est v, — l'image directe de la mesure de Lebesgue sur A,
par l'application linéaire ¢,,, compte tenu de la proposition 3.1.5. Par conséquent, la
fonction F,, (z) = v, (], +00[) est continue. Donc il en est de méme de la fonction
F} (voir §1.2.5 pour la définition). On en déduit que la limite des polygone P(v,,) est
de classe C1. Si de plus n = 2, alors Ay = {(x,1 — z) | z € [0,1]} est paramétré par
[0,1], et Iapplication ¢, : Az — R envoie (z,1 — ) en w3z + u2(1 — z). Donc v, est
la mesure équiprobable sur l'intervalle délimité par u; et ug. La fonction F, (z) est
(uz — @)+ — (w1 — @)+
Uz — U1
Fy (t) = —|u1 — ualt + max(u1, uz) et donc P(vy)(t) = — 3 |ur — ua|t? + max(uy, ug)t.

égale & si uy # uz et & 1y, 4 oo(w) si uy = up. On en déduit

REMARQUE 3.1.10. — Dans certains cas particuliers on peut généraliser le théoréme
3.1.8. Soit B = k[X74, ..., X,,] lalgébre des polyndomes, munie de la graduation usuelle.
Pour tout a = (e, ..., an) € N™, on utilise le symbole X pour désigner le mondme
X7 X2m et on note |a| = ag + - - + oy, On suppose que, pour tout entier n > 1,
lespace B,, des polynémes homogénes de degré n est muni d’une R-filtration & )
telle que la base formée des mondmes soit compatible & la filtration & ) et que
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/\g(\a\+|ﬁ|)(Xa+'B) = /\g(\an(Xa)-f—)\gqm)(X’B). Autrement dit, l’algébre B est “N x R-
bigraduée”. Pour tout i € {1,...,m} soit b; = Ay (X;). Soit b = (b1,...,bn). Par
définition

1
a1bit+ambm Tivgm = e B, Z Ppx(0y)-

la|=n yELNTAA,,

Vgm) = gB

On en déduit donc que la suite de mesures (T% Vg )n>1 CONVerge vaguement vers vy.

3.2. Algébres graduées quasi-filtrées et pseudo-filtrées

Dans la section précédente, en utilisant la méthode des séries de Poincaré on a pu
établir un théoréme de convergence (le théoréme 3.1.8) pour les algébres bigraduées.
En fait, le méme résultat est aussi vrai pour une algébre graduée munie des filtrations
dont I’algébre bigraduée associée est de type fini.

Soit B = @n>0 B,, une algébre graduée de type fini sur k. On suppose que
chaque espace vectoriel B,, est muni d’'une R-filtration décroissante & ™) telle que
le support de Vg(n) SOit contenu dans N (c’est-a-dire que les points de saut sont des
entiers positifs) et que 1’algébre B soit filtrée pour les filtrations & (n) , C’est-a-dire que
ggn’B,LgE"')Bn, C gg’fg” )BnJrnz quels que soient (n,n') € N2 et (s,t) € R%. Pour
tout entier d, soit Bn,d le sous-quotient & ((i")Bn /F ((;_)IB,L. Alors la somme directe
B = EBn d En 4 forme une algébre bigraduée sur k, ou le produit de deux éléments
[z] € By q et [y] € By, est la classe de zy dans gfi_:; et /gd1f17+)1Bn+n/. Soit
P e Z[X,Y] la série

PX,Y)= Y 1g(Bna)X"Y"
(n,d)eN?

Il s’avére que la mesure dilatée T% Vg(ny associée a la filtration g (™) coincide avec
vp,p. Dans le cas ol B est une algébre de type fini sur k, cette observation nous
permet d’appliquer le théoréme 3.1.7 pour démontrer la convergence des T'1 v (n) et
pour calculer la limite. "

Cependant, il est trés rare que la nouvelle algébre B soit de type fini. On peut
considérer un exemple simple ou B = k[X] est P’algébre des polynomes & une variable.
Soit (an)n>o une suite d’entiers dans N telle que

(51) ap=0, 0<a, <N, anin > an+ay quel que soit (n,n’) € Z2>0

On suppose que B est usuellement graduée et que la filtration & ™ de l’espace kX"
admet un seul point de saut en a,,. L’algébre B est filtrée car

Ag(n+n’)(Xn+n ) = Gn4n’ Zap + A = )\g(") (Xn) + Ag(n/)(Xn )7

ou les fonctions A\ sont définies dans (2). L’algébre bigraduée B sidentifie a
k[Ty,...,T,, -], ou le bidegré de T, est (n,a,), modulo I'idéal homogéne engendré
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par les éléments de la forme T,,T,,,. Ce n’est pas une algébre de type fini. Par ailleurs,
la mesure associée & 7™ est la mesure de Dirac dq, - La condition (51) combinée
avec le corollaire 1.3.3 montre que la suite (a,/n)p>1 converge dans R. Cela montre
effectivement que les mesures T’ 1 0q, = 0a, /n convergent vaguement vers une mesure
de Dirac lorsque n tend vers I'infini.

Cet exemple suggére que la convergence vague des mesures associées a une algébre
graduée munie des filtrations devrait vérifier sous une hypothése assez faible sur la
croissance des filtrations. La formalisation de cette observation conduit & deux notions
similaires — algébre graduée quasi-filtrée et algébre graduée pseudo-filtrée — qui sont
importantes dans la deuxiéme stratégie a étudier la convergence des polygones que
I'on présentera dans les sections qui suivent.

On fixe dans cette section une application f : N — R, et une algébre graduée
B= @n>0 B,, sur k, ou chaque espace vectoriel B,, est de rang fini et est muni d’une

R-filtration décroissante ™.

3.2.1. Algébre graduée quasi-filtrée

DEFINITION 3.2.1. — On dit que l’algébre graduée B est f-quasi-filtrée s’il existe un
entier ng > 0 tel que, pour tout entier r > 0, tout (n;)1<i<r € Z%,,,, et tout (si)igi<r €
R", on ait

H gg?")Bni C g(SN)BN, oi N = an et S= Z(Sl — f(ny)).
i=1 i=1 i=1
Une algébre graduée 0-quasi-filtrée avec ng = 0 s’appelle aussi une algébre graduée
filtrée, ou le symbole 0 désigne la fonction constante qui prend valeur 0.

L’algébre graduée B est f-quasi-filtrée si et seulement s’il existe un entier ng > 0
tel que, pour tous les éléments homogénes z1,...,z, de degré ny,...,n, dans Ny,
respectivement, en posant £ = 1z ---x,. et N =ny +---+ n,, on ait

T

Ag(N) (.’II) > Z ()\g("i)(xi) - f(nl))

i=1

EXEMPLE 3.2.2. — On considére un exemple ou algébre B est l'algébre k[X] des
polynéme a une variable, munie de la graduation usuelle. Pour tout entier n > 1 soit
an = Az (X™). Alors cette algeébre graduée est f-quasi-filtrée si et seulement s’il
existe un entier ng > 0 tel que, pour toute suite finie n4,...,n, d’entiers > ng, on ait

T

Apqtootn,. = Z (ani - f(nl))

i=1
D’aprés le corollaire 1.3.2, la suite (a,/n)n>1 converge pourvu que a, = O(n) (n —
o0) et que hrf f(n)/n=0.

n—-+0oo
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REMARQUE 3.2.3. — On suppose que algébre graduée B est f-quasi-filtrée. Alors
pour toute fonction g qui domine f, c’est-a-dire telle que g(n) > f(n) quel que soit
n € N, lalgébre B est g-quasi-filtrée. En outre, pour toute sous-algébre A engendrée
par des éléments homogénes, A est aussi f-quasi-filtrée.

On présente au-dessous un résultat de convergence. Bien que sa démonstration est
élémentaire, elle contient déja des idées importantes de la preuve de la convergence
des polygones.

PROPOSITION 3.2.4. — On suppose que

1) lalgébre graduée B est intégre et f-quasi-filtrée, et B, # 0 pour n assez grand,
2) lim f(n)/n=0,

n——+o0o
3) il existe a > 0 tel que Apax(Bn, 9’(”)) < an pour tout entier n > 1.

Alors la suite ()\max(Bn,g(n))/n)n>1 converge dans R, ou Uapplication Apax est
définie dans (3).

Démonstration. — Soit ng > 0 comme dans la définition 3.2.1. On peut supposer
B,, # 0 pour tout n > ng. Pour tout entier n > ng, soit x,, un élément non-nul dans
B, tel que Ayn)(2n) = Amax(Bn, g(n)). On suppose que r > 1 est un entier et que
n1,...,n, sont des éléments dans Zx,,. On note N = ny +---+n,. L’algébre B étant
intégre, le produit z, - - - z,, est non-nul. Comme B est f-quasi-filtrée, on a

T

Amax(BN, g(N)) P )\g(N) (xnl o 'wnr) P Z (Ag(ni)(xni) - f(n't))

i=1
=" (Amax(Bn,, 7)) = f(n1)).
i=1
Par conséquent, la suite (Amax(Bn, & (")))n21 vérifie les conditions du corollaire 1.3.2.

Donc elle converge dans R. O

REMARQUE 3.2.5. — On verra dans la remarque 3.4.4 que I’énoncé de la proposition
3.2.4 n’est pas nécessairement vrai si ’algébre B n’est pas intégre.
PROPOSITION 3.2.6. — On suppose que

1) lalgébre graduée B est f-quasi-filtrée, B, # 0 pour n assez grand, et B,B,, =
By 1+m pour n et m assez grands,

2) lim f(n)/n=0,
n—-+o0o

3) il existe a > 0 tel que Apin(Bn, 9(")) < an pour tout entier n > 1.

Alors la suite ()\min(Bn,g("))/n)n>1 converge dans R, ou ['application Ay, est
définie dans (3).
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N

Démonstration. — Soit ng > 0 comme dans la définition 3.2.1. Quitte & agrandir
ng, on peut supposer que B, B,, = B, dés que n et m sont tous supérieurs ou
égaux & ng. Soient nq,...,n, des entiers arbitraires dans Z>,, et N =ny + - +n,.
Soit W = {by---b. | Vi, b; € By,}. Comme By = B,, ---B,_, l'espace By est
engendré comme groupe additif par W. Si ay, ..., a,, sont des éléments dans W, on a
Agawy (a1 +-Fam) = 12i<nm Agv (@i). On en déduit I'existence d’un élément y € W

tel que A ) (¥) = Amin(Bn, g(N)). On suppose que y = ¢; - - - ¢, avec ¢; € By,,. Alors

r

Amin(Bys TN) = Ay (y) > Z (Agea (ci) = f(ni))

i=1
= Z ()\min(Bnia g(m)) - f(nz))
i=1
D’apreés le corollaire 1.3.2, la suite (Amin(Bn, 9’("))/n)n>1 converge dans R. O

REMARQUE 3.2.7. — L’assertion de la proposition 3.2.6 n’est pas nécessairement vraie
si la condition “By,1,, = B,B,, pour n,m assez grands”’ n’est pas satisfaite. On
considére algébre de polynémes B = k[X,Y] qui est graduée de sorte que X soit
homogéne de degré 1 et Y soit homogéne de degré 2. Dans ce cas-1a B,, est engendré
comme un espace vectoriel sur k par e, = (X", X"72Y,..., Y”/Q) si n est pair et
par e, := (X", X"72Y,..., XY (=1/2) si n est impaire. Pour tout entier n > 1, on

munit ’espace B,, d’une filtration & ™) telle que

1) la base e, soit compatible a 87(n);
2) si n est impair, pour tout a € e,, Aym) (a) = 0;
3) sin est pair, pour tout a € e,, autre que Y™/, Agm(a) =0, et Ay (Y™/2) = —n.

On vérifie que I'algébre B est filtrée. D’abord, pour tout élément Q € By, Ay (Q) =
0 si Q est divisible par X et A ;) (Q) = —n sinon. On suppose que P € B, et Q € B,
sont deux éléments non-nuls. Si 'un des P et @) est divisible par X, alors il en est
de méme de PQ. Par conséquent, A m+m)(PQ) = 0 = Ay (P) + Ay (Q); sinon
Agrm) (PQ) = —(n +m) = Ay (P) + Agom (Q). Donc la relation A m+m) (PQ) >
Ag) (P) 4+ Agm) (Q) est toujours vérifiee. On en déduit que l'algébre graduée B est
filtrée. Cependant, Amin (B, 9(")) est égal & 0 si n est impair et est égal & —n sin
est pair. La suite (Amin(Bn, 9("))/n)n>1 ne converge pas.

Bien que les hypothéses algébriques dans les propositions 3.2.4 et 3.2.6 sont
légérement différentes, les preuves utilisent une méme technique — les suites presque
sur-additives — discutée dans §1.3, qui jouera un roéle important dans I’étude de la
convergence des polygones.
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3.2.2. Algébre graduée pseudo-filtrée. — On présente une variante de la notion
d’algeébre graduée quasi-filtrée — celle d’algébre graduée pseudo-filtrée. Cette notion
demande des conditions algébriques plus faibles. Ceci permet de simplifier dans
certains cas la vérification des conditions.

DEFINITION 3.2.8. — On dit que l'algébre graduée B est f-pseudo-filtrée s’il existe
un entier ng > 0 tel que, pour tout couple d’entiers (m,n) € Z;no, tout (s,t) € R?,

on ait (ggm)Bm)( En)Bn) - gij-t:_—n,‘)(m)—f(n)Bm"'n'

Une algébre graduée 0-pseudo-filtrée avec mng = 0 est exactement une algébre
graduée filtrée. En outre, l'algébre graduée B est pseudo-filtrée si et seulement s’il
existe un entier ng > 0 tel que, pour tous les éléments homogénes x et y de B de
degrés m et n dans Zx,, respectivement, on ait A m+n) (2Y) = Agom) (2) + Ao (y) —
f(m) = f(n).

On présente dans le contexte des algébres graduées pseudo-filtrées les résultats de
convergence des suites (Amax(Bn, ™) /n)n>1 et (Amin(Bn, F™)/n) en s'imposant
d’une condition de croissante lente de f qui est plus forte que 'annulation de la limite
ngg_lwf(n)/n Au lieu d’utiliser le corollaire 1.3.2, on fait appel au corollaire 1.3.6.

Les démonstrations sont trés similiares & celles des propositions 3.2.4 et 3.2.6.

PROPOSITION 3.2.9. — On suppose que

1) lalgeébre graduée B est intégre et f-pseudo-filtrée, et B, # 0 pour n assez grand,
2) la fonction f est croissante et 3~ f(2%)/2% < +o0,

3) il existe a > 0 tel que Amax(Bn, g(n)) < an pour tout entier n > 1.

Alors la suite (Amax(Bn, 9("))/n)n>1 converge dans R.

PRrROPOSITION 3.2.10. — On suppose que

1) lalgébre graduée B est f-pseudo-filtrée, B, # 0 pour n assez grand, et B,B,, =
B, +m pour n et m assez grands,
2) la fonction f est croissante et -~ f(2%)/2% < +o0,

3) il existe a > 0 tel que Apin(Bn, 97(n)) < an pour tout entier n > 1.

Alors la suite (Amin(Bn, 9("))/n)n>1 converge dans R.

3.3. Convergence des mesures : cas d’une algébre de polyndémes

On démontrera dans cette section la convergence vague des mesures associées 4 une
algébre de polynomes usuellement graduée qui est quasi-filtrée. Comme expliqué au
début du chapitre, I'idée est de passer par la presque sur-additivité de ces mesures.
Cette presque sur-additivité sera établie par un argument combinatoire fin des points
entiers dans des simplexes.
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3.3.1. Combinatoire des points entiers dans des simplexes. — Pour tout
couple d’entiers (n,d) tel que n > 0 et que d > 1, soit led) le sous-ensemble de N¢
formé des décompositions de n en somme de d entiers positifs ou nuls. On introduit la
relation d’ordre lexicographique sur Qi@ . (a1y...,aq) = (b1,...,bq) si et seulement
gl existe s € {1,...,d} tel que a; = b; pour tout j € {1,...,i} et que aj41 > bit1
si i < d. L’ensemble Q%d) est totalement ordonné par cette relation d’ordre. D’autre
part pour tout n = (n;)1<i<r € N7, on a une application de Q(d) - X Q;‘? vers
Q) ot tn, QUi envoie (a;)1<igr vers @y +- - - +a, (I'addition étant celle de 74). Cette
application n’est pas injective en général mais est toujours surjective. En outre, si
(oii)1<i<r €t (Bi)1<igr sont deux éléments de ng? X .- Q(d) tels que «; > (3; pour
tout 4, alors a1 + -+ -+, = By + --- + B

Pour tout n € N, on désigne par 1“5{” le sous-ensemble de N?~! formé des éléments
(ai)iciga—1 tels que 0 < a1 + -+ + ag—1 < n. On a une bijection naturelle p( ).
led) — I‘gd) définie par la projection sur les d — 1 premiers facteurs. Son inverse est
lapplication qui envoie (a;)i1<ica—1 en (a1,...,a4-1,7 — a3 — --- — aq—1). Pour tout
n = (n;)1<i<r € N7, le diagramme suivant est commutatif :

(52) QY x - x o) =0
<>L L<

d d d

I x...xr) ——r1@

n]|

ol [n| =ny + -+ n, et ou les applications “+” sont définies par addition dans les
monoides N? et N9~1, respectivement.

THEOREME 3.3.1. — Soient r > 2 et d > 1 deux entiers. Pour tout n = (n;)1<i<r €

N7, il existe une mesure de probabilité p, sur Q%dl) XX Q%dr) telle que limage directe

de pn par chacune des r projections sur szdl), . ,QE{? soit une mesure équiprobable,

ainsi que son image directe par l'application “+” o valeurs dans Ql(zf

Démonstration. — Le théoréme est trivial lorsque d = 1 car alors, pour tout & € N,
Q,(Cd) est le singleton {k}. Dans la suite de la démonstration, on suppose d > 2. D’aprés

(52), il suffit de construire une mesure de probabilité p, sur I‘g? X oo X 1“55? telle que

. . S d .
I'image directe de p, par chacune des r projections sur I‘Sll), e ,I‘flr soit une mesure

équiprobable, ainsi que son image directe par ’application “+” & valeurs dans FI(:R'

Pour tout o = (a;)1<igd—1 € N9=1  on définit |a| = a; + --- + ag_1. L’ensemble
N ' — {a e Né-1 | la| < n}. Sia = (a;)i<i<a—1 est un
élément de N4~! on note ol = a1! X -+ X ag_1!.

On considére 'anneau des séries formelles de rd variables R = Z[t,X], ou t =

(t1,..str), X = (Xij) 1<i<r, - Si @ = (a1,...,a4-1) € N¥"Let sii € {1,...,7},
1<j<d-1
on désigne par X le produit X'} x --- x XZ';’_II. Sin=(ny,...,n,) est un élément

s’écrit sous la forme
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3.3. CONVERGENCE DES MESURES : CAS D’UNE ALGEBRE DE POLYNOMES 65

de N”, on désigne par t™ le produit ¢7* x --- x . Soit H(t,X) la série formelle a
coefficients entiers positifs

Z ¢ Z (041+"'+Oér)!(n1+"‘+’n»,~—|011+"'+047~|)!f[Xaj.

ap!l - ap! ny — |a|)! - (ny — |ag])! J
n=(n;)eN" (C\ti)e(Nd_l)T 1 T ( 1 | 1|) ( T | r|) =1
[oi|<ny
En faisant les changements d’indexation m; = mn; — |a;| et en permutant les
sommations, puis en posant (81,...,84—1) =a1+ -+ o, et m =m3 +---+m,, on

obtient I’égalité suivante dans Z[t, X] :

H(t,X): Z untlaﬂ){a] Z (m1_|_..._|_mr)!tm

(ai)E(Nd_l)T :(mi)ENT m1! e mr!
d—1
= Z H(t1X1,i+ "'+trXr,i)ﬂi Z(tl + )™
(B;)ENd—1 i=1 meN
d—1
=(1— (a4 +t) O - X+ + X))
i=1

Ce calcul montre aussi (cf. [31] II §2.4) que le domaine de convergence absolue de
Reinhardt de H(t,X) dans C"¢ est défini par les conditions

T T
STl <1 et D[l Xal < L.
j=1 j=1
Cette observation nous autorise a substituer le vecteur 1 = (1,...,1) & certaines
——
d—1 copies

des variables X; sans avoir & examiner de questions de convergence (qui sont en fait
anodines).

On effectue le changement de variables m; = n; — |o;| pour 2 < @ < r, et on obtient

H(t) X)|X2:"':Xr:]1

Sy oxpy (eretad
! ! ay!l - ap!
n120 lar|<n (@) _pe(Nd—1yr=1

(m;)f_,eN"1

(nl +mo 4+ my — |011 H mj+|aj |
T i

(m1 Ia1|)'mz
S UD S-S —W Ht'“"
n120 |1 |<na (oi)T_p,€(Nd—1)r—1

(n1+ma+ - +mp — ) 77 ,m;
> I1s
j=2

()] a1 (n1 — |a1])lma! - m,!
1)i=2
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Pour tout a € N, I’égalité suivante est vérifiée dans Z[¢]

Z (a + b)!tb — (1 _ t)fafl

alb!
b>0
On en déduit donc
T
Z (041+"'+0‘T)!Ht|%|
oyl ayl J
j=2

(i) j_p€(Nd=1)r=t
_ Z (a1+---+ay)! (a2+ +ar Htlajl
al(lag 4+ +al)  as

(@i)T_,€(Nd—1)r—1

Z (a1+a Z (a2+~-~+ar)!HtLaj|

ap! e ap!
1 r =2

C\tGNd 1 (ai):ZQG(Ndfl)rfl
g+ tar=o

Z M(tg +- —I—tr)la‘ =(1—(tg+--- _|_tr))—|a1| d+1’

a€eNd—1 azlel
et
Z (n1+m2+"'+mr |C¥1|) Htm]
(e (T lan])imat -
i)i=2

(ng +mg+ - +m, —|oy|)! (m2+ +mr Htm]
(n1 = et ma+ - +m,)! mg

- ¥

(m;)T_,eNr—1

|aa| + M)! Z (m2+ +mr Htm,

-y s
- _ 1 M)
M>0 (’)’Ll |a1|)M mo

(mi)j_,eN""1
Mo+ tme=M
+t,))"matleal=L

Par conséquent,
H(t,X)|xpmomx, =1 = Y 7 (L= (ta+--+t,) ™% Y X1

n120 [ar|<my
(53> o Z tn(n1+ +nr+d—1 Z Xal
= — .
n=(n;)EN" (nl +d 1) nz |t |<na
De méme, pour tout j € {1,...,7}, on a

H(t’ X)|X1="'=Xj—1=Xj+1="'=Xr=]1
(m+-+n+d—1)! S x

Z Ty — Dlnaaq!--
(yene ™! nj—1!(n; +d—1)Inj4q! | ‘e,
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D’autre part,

H(t7X)|X1:---:XT:Y = Z t" Z yart-tor

n=(ni)EN"  (a;)e(N?"1)"
las|<ms

(a1+~-~+ar)!(n1+-~-+nT—|a1+~-'+ar|)!
arl oyl (1 = laa )t~ (= Je)!

En faisant les changements d’indexation m; = n; —|;| pour tout 1 < ¢ < r, on obtient
H(t,X)|x,==x,=y
T

_ Z (0[1 ++ar)' Ht|jaj|Yoé1+...+ar Z (ml ++mr)'tm

'... ' '... '
(a;)e(Nd=1)r ar ar: j=1 m=(m;)EN" may: M
:Z(t1+...+tr)N Z Y’Y(t1+...+tr)|’>’|:Z(t1+_._+tT)M Z Y7,
=0 yeNaT M0 Iyl<M

ot on a utilisé le changement d’indexation M = N + |y| dans la derniére égalité. Par
conséquent,

!
(55) H(t,X)|x,—.ex._y = Z Mt?l...t;’}r Z v

nyl--n,l

n=(n;)EN" [v|<ni+-+n,
Enfin,
H(t (1, 1) = (1= (64 1,)
N+d-1)! N!
-y N+d-1)! ) D L—

N!(d - 1)! ny!---n,!

(56) N2>0 n=(n;)eN"
ni+-+n.=N

Z (ni+---+n,+d—1)

t".
ny!- - on!(d —1)!

n=(n;)eN"

Pour tout n = (n;) € N", posons

d—1Dng!---n,!
oo = (d—-1)'nm )

o ¥n,td—1)
(n1 + " ! ey

[oi|<ny
((a1_|_...+ar)!(n1+...+nr_ |041—|—-~-—|—04T|)!> 5
aql ) (n1 — o))~ (ny — | ])! (@1eensar):
La définition de H(t,X) et les égalités (54), (55) et (56) montrent que p, vérifie les
conditions requises. O

REMARQUE 3.3.2. — Le théoréme 3.3.1 équivaut a résoudre un systéme d’équations
linéaires homogénes, ot le nombre des indéterminés est en général beaucoup plus
grand que celui des équations. La difficulté provient du besoin d’une solution positive
et non-triviale. Un cas trés particulier ou d = 2 du théoréme montre que, pour tous
les entiers m,n > 1, dans un réseau rectangulaire de taille m x n, on peut toujours
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placer des entiers strictement positifs tels que, les sommes des entiers dans chaque
ligne, dans chaque colonne et dans chaque diagonale principale sont respectivement
égales.

3.3.2. Convergence vague des mesures. — Dans ce sous-paragraphe, on utilise
le théoréme combinatoire établi au-dessus pour démontrer la convergence vague des
mesures. On fixe une algébre de polyndmes B = k[Xy,...,X4] (d > 1) qui est
usuellement graduée, c’est-a-dire que B, est l’espaces des polynémes homogénes
de degré n en Xi,...,X4. Si @ = (ai,...,aq) est un élément dans N?, on utilise
Pexpression X® pour désigner le monéme X7 -~X§‘d. Pour tout entier n > 1, on
munit ’espace B,, d’une R-filtration & ™), Enfin, soit f : N — R>( une application. On
suppose que l'algébre graduée B est f-quasi-filtrée. Soit ny comme dans la définition
3.2.1. On suppose en outre ng > 0.

Soit ¢, : ngd) — B, lapplication qui envoie @ = (a,...,aq) en X<, ou Qg,d) est
I’ensemble des décompositions de n défini dans le sous-paragraphe précédent. L’image
de led) par o, est une base de B,. D’aprés la proposition 1.2.4), il existe, pour tout
n € N, une base u(™ = (u“)aeﬂﬁf’ de B, telle que,

(57) Vae®, u,eX*+) kXP,
B<a

et qui est compatible a la filtration g™ Sin= (ni)icicr ENTetsiN =ng+---+n,,

pour tout v € Qg\‘?), soit u%n) un élément dans

{ﬁuai o; € Q%‘?, iai :7} .
i=1 i=1

tel que
Ag(n) (u,(yn)) = max_  Agw)(Ua, - Ua,)-
Otieﬂsbd.>
a1t tar=y

De (57), on déduit
ul? € X7+ kX°.

6<y

Donc u®™ := (ugn))’yegm) est une base de By.
N

PROPOSITION 3.3.3. — Soient ¢ un nombre réel positif et g : R — R une fonction
croissante concave et c-lipschitzienne. Pour tout entier n > 0, soit

I, = / gd(TlVg(n))7
R n

0l Vg(ny est la mesure associée a la filtration 97(”) et T1 est l'opération de dilatation
définie dans §1.2.4. Alors, pour tout entier r > 2 et tout n = (n;) € 2%, st on note
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N =n1+---+n,, alors on a l’inégalité

r

NIy =Y (nIn - cf(ni)>.

i=1

Démonstration. — Pour tout entier n > 0, on désigne par &, la mesure équiprobable
sur Q%d), par p, une mesure sur ledl) X +oe X Q%d) satisfaisant aux conditions du
théoréme 3.3.1, et par u(™ la base de By construite comme ci-dessus. En utilisant
les notations introduites dans §1.2.2, on a I’inégalité suivante :

1
1 = — (n)
Iy 2 /Rgd(Tﬁ’/gw),u(n)) /Q%) 9 (N)‘guv) (uy )) dén (7)

1 (n)
= — A d e
/sz%‘?x...xngdﬁ g (N g (U, s 4ar,) | dpn(0 ar),

ou la derniére égalité est parce que l'image directe de p, par l'addition est

équiprobable. Comme g est une fonction croissante, d’aprés la définition de ugn), on a

1
I 2 _ (n1) .. () n .
N /ledfx...xgﬁ g (N)\g'(N) (ual uar ) dp (ala 7a7I)

Comme l’algébre B est graduée f-quasi-filtrée et comme g est croissante,

1 ks
> = n (W) — f(n 0.
IN //le‘?xnxQﬁi)g <NZ<)‘9< z)(uai ) f("%))) dpn(aly 7a7‘)

i=1

Car la fonction g est c-lipschitzienne,

1 < c
> =D Agon (W) ) = = ; o).
In > /gsﬁgxu.m;dg lg <N i Agno (Ug; )> N f(n’)] dpn(es; ... ar)

Ensuite, la concavité de g implique que

T (n4) r
n; )‘q(ni)(uai ) c
In > E AT E— n PR ~ A7 E i
N /g(d)x__.xﬂﬁﬂ) l NI < n; dpn( ar) N & f(ni)

ny i=1 ¢
Enfin, comme les images directes de p, par les r projections sont des mesures
équiprobables, on obtient

r

In ;Z%Im —;;f(ni). O

i=1

COROLLAIRE 3.3.4. — Avec les notations de la proposition 3.3.3, si la suite (I)n>0
est bornée supérieurement et si liIJIrl f(n)/n =0, alors la suite (I,)n>0 admet une
n—-—1+0oo

limite dans R lorsque n — +00.

Démonstration. — D’apreés la proposition 3.3.3, la suite (nl,),>1 vérifie les conditions
du corollaire 1.3.2. On en déduit donc la convergence de la suite (I, )n>0- O
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REMARQUE 3.3.5. — La suite (I,,),>1 est bornée supérieurement notamment lorsque
la fonction g est bornée supérieurement, ou lorsque Amax(Bn, ™) = O(n) (n —
+00).

On a établi dans le corollaire précédent la convergence des intégrales pour une
famille particuliére de fonctions définies sur R. En fait, I’espace linéaire sur R engendré
par cette famille de fonctions contient un sous-espace qui est dense dans C.(R) —
I’espace des fonctions continues a support compact. Cet argument permet de conclure
la convergence vague des mesures.

PROPOSITION 3.3.6. — St hrf f(n)/n =0, alors la suite de mesures (T1Vgm))>1

converge vaguement vers une mesure borélienne finie.

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on note v, = Tiv,m. Soit G
I’ensemble des fonctions boréliennes g sur R telle que, pour tout n e N, g soit
intégrable par rapport a v, et telle que la suite d’intégrales ( fR gdvy)n>1 converge
dans R. Le corollaire 3.3.4 (voir aussi la remarque 3.3.5) montre que G contient
toutes les fonctions croissantes, concaves, lipschitziennes et bornées supérieurement.
L’ensemble G est un espace vectoriel sur R. On suppose que f est une fonction dans
Cs°(R), l'espace des fonctions lisses et & support compact sur R. Soit I = [a,b] un
intervalle qui contient le support de f. Les fonctions f’ et f” sont aussi lisses et les
supports de f’ et f” sont tous contenus dans I. Par conséquent, f’ et f” sont des

fonctions bornées. Soient C = || f'||sup €t C' = || f"'|lsup/2. Soit h la fonction
C'b—a)2z—a—-b)+C(x—b), z<a,
h(z) = ¢ —C'(b— )2+ C(z — b), a<z<b,
07 xT > b.

C’est une fonction croissante concave (2C'(b — a) + C)-lipschitzienne et bornée
supérieurement par 0. Donc h € G. D’autre part, h+ f est aussi une fonction croissante
concave car, sur [a,b], b’ > C et " = —2C’. Elle est de plus (2C’(b — a) + 20)-
lipschitienne et bornée supérieurement par || f||sup. Par conséquent, on a h+ f € G. On
en déduit f € G. Enfin, comme C§°(R) est dense dans ’espace normé (C.(R), || ||sup)>
on a C.(R) C G, ou C,(R) est I’espace des fonctions continues & support compact sur
R.

Soit S : C.(R) — R Vopérateur qui associe a chaque fonction continue a support
compact g la limite de la suite ( f g9 dVn)n>1. C'est un opérateur linéaire. De plus, si
g est une fonction positive, alors f]R gdv, > 0 quel que soit n € N. Par conséquent,
S(g) = 0. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique mesure
borélienne finie v sur R telle que S(g) = fR gdv. Par définition la suite de mesure
(Vn)n>1 converge vaguement vers v. O

REMARQUE 3.3.7. — La limite des mesures obtenue dans la proposition 3.3.6 n’est pas
nécessairement une mesure de probabilité : il suffit de considérer le cas ot B = k[X]
et Ay (X™) = n2. La limite des mesures T1 Vg(n) = Op est alors nulle. Cependant,
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si on rajoute une condition supplémentaire que Apax(Bn, g(n)) = O0(n) (n — +00),
alors cette mesure limite est effectivement une mesure de probabilité. En effet, dans
ce cas-1a les suites (Amax(Bn, 9’("))/n)n>1 et (Amin(Bn, 9(”))/n)n>1 convergent dans
R (voir les propositions 3.2.4 et 3.2.6), donc les supports des mesures T'1 v (x) sont
uniformément bornés. La proposition 1.2.9 montre donc la mesure limite est une
mesure de probabilité.

3.3.3. Variante pseudo-filtrée. — Les résultats que 'on a obtenus dans le sous-
paragraphe précédent admettent des analogues dans le cas ou I’algébre B est f-pseudo-
filtrée. On présente au-dessous un analogue de la proposition 3.3.6.

ProposITION 3.3.8. — Soit f : N — Ryo une fonction croissante telle que
Za20 f(2%)/2% < +o0. Soit B = k[Xy,...,X4] Ualgébre des polynomes qui est
usuellement graduée. Si, pour chaque entier n > 1, B, est muni d’une R-filtration
g™ de sorte que B devient une algébre graduée f-pseudo-filtrée, alors la suite de
mesures (T1vgm )n>1 converge vaguement. Si de plus Amax(Bn, g™y = O(n), alors
la mesure limite est une mesure de probabilité.

3.4. Convergence des mesures : cas général

Dans cette section, on démontre le théoréme de convergence général par la réduction
au cas d’algébres de polynémes. Une technique classique & attaquer ce genre de
probléme est de généraliser le problémes aux modules gradués et puis faire appel a la
méthode de dévissage, qui est un argument de récurrence noethérienne. Nous avons
déja utilisé cette technique dans §3.1 pour les algébres bigraduées. Pourtant, comme
on montrera plus loin dans la remarque 3.4.4, la convergence vague des mesures n’est
pas nécessairement vraie pour un “module gradué quasi-filtré”. En effet, la condition
d’8tre quasi-filtré(e) donne seulement une minoration de la position (i.e. la valeur
de la fonction \) du produit de plusieurs éléments. C’est la structure d’algébre qui
empéche le produit d’aller trop loin dans la filtration.

On fixe dans cette section une algébre graduée B = @nzo B,, de type fini sur k.
On rappelle que, si M = @nEZ M, est un B-module gradué de type fini et non-nul,
alors on a ’estimation suivante :

(58) g (M) = S

(r = 1)!nr—1 =+ O(nr—l)’

ol r est la dimension de M et ¢(M) est une constante qui ne dépend que de M.
Si M est nul, alors par convention dim(M) = —oco et ¢(M) = 0. Les énoncés 1) et
2) du lemme 3.1.4 sont vrais pour toute suite exacte courte de B-modules de type
fini. On suppose que l’espace B, est muni d’une R-filtration & ™). Dans toute la
suite de section, si M est un B-module gradué de type fini, on suppose, pour tout
entier n > 1, que 'espace M,, est muni d’une R-filtration que I’on ne précise pas. On
utilise les conventions présentées dans §1.2.6. Par exemple, ’expression vy, désigne
la mesure associée & la filtration sous-entendue de M,,.
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3.4.1. Condition de convergence vague

DEFINITION 3.4.1. — Soit M un B-module gradué de type fini (muni de R-filtrations).
On dit que M satisfait a la condition de convergence vague et on note CV (M) si la
suite de mesures boréliennes (T'1 vy, )p>1 converge vaguement.

D’aprés la définition, un B-module gradué M de dimension 0 satisfait automatiquement
4 la condition de convergence vague : vy, = 0 pour n suffisamment grand.

On présente au-dessous un lemme qui étudie la condition de convergence vague
pour une suite exacte. Ce lemme sera utilisé dans la démonstration du théoréme
3.4.3.

LEMME 3.4.2. — Soit 0 MM T 0 wune suite exacte
courte de B-modules gradués de type fini munis des filtrations. On suppose que, pour
tout n € Z, 0 M) il M, M) 0 est une suite exacte d’espaces

filtrés. On note d =dimM’', d=dimM, d" =dimM".
1) Sid > d", alors CV(M') <= CV(M).

2) Sid' > d, alors CV(M") < CV(M).

3) Sid =d", alors CV(M') et CV(M") = CV(M).

Démonstration. — Si dim M’ = 0, alors pour n assez grand, on a M, = M/, donc
CV(M") < CV(M). Donc le lemme est vraie lorsque dim M’ = 0. On peut
démontrer de fagon similaire que le lemme est vraie lorsque dim M” = 0. Dans tout le
reste de la démonstration, on supposera min(d’,d”) > 1. On a d = max(d’,d"). Pour
tout » € N, on note

/ 1"
Vp=Tivyy, vn=Tivy,, v, =Tivyy
, =r1g M) =1rg M, " =rg M)
rn_ g n’ Tn =18 ) ’f'n—rg n-*

Pour n suffisamment grand, r},, r, et v/ sont strictement positifs et les mesures v/,
vy, et V)l sont des mesures de probabilité. En outre, la proposition 1.2.5 montre que

! "
r

Vp = v+ vl
n Tn
D’aprés (58),
ro_ C(M/) d -1 d -1 "no__ C(MH) d’'—1 d’—1 o "
™=@ +o(n” ), ™= " +o(n® 77), Tnp=rh+ 7y
1) Sid' > d”, alors
/ "
lim 2 =1, lim & =0,
n—-+oo Tn n—-+oo Tn

donc (vn)n>1 converge vaguement si et seulement si (v],),>1 converge vaguement, et
si c’est le cas, elles ont la méme limite.
2) Sid" > d', alors
/
. T .
lim 2 =0, lim %=1,
n——+o0o Tn n—-+oo Tn

MEMOIRES DE LA SMF 120



3.4. CONVERGENCE DES MESURES : CAS GENERAL 73

donc (vp,)n>1 converge vaguement si et seulement si (v)))>1 converge vaguement, et
si c’est le cas, elles ont la méme limite.
3) Sid’ =d, alors ¢(M) = c(M’) + ¢(M"), et
™ _ (M) ; T _ c(M")
n—otoor, c(M) ~nStoor, (M)’

r

Si (V},)n>1 converge vaguement vers v/ et si (v)),>1 converge vaguement vers v”,
M/ M//

Or) e .

(M) (M)

alors (vn)n>1 converge vaguement vers

3.4.2. Théoréme de convergence des mesures. — Dans ce sous-paragraphe,
on établit le théoréme principal de 'article qui affirme la convergence des mesures
(dilatées) associées & B. On en déduit ensuite la convergence uniforme des polygones
associés.

THEOREME 3.4.3. — Soit f : Z>o — R une fonction telle que ngr—ir-loo f(n)/n =0.
On suppose que

1) lalgébre graduée B est intégre et f-quasi-filtrée, et B,, # 0 pour n assez grand,

2) il existe a > 0 tel que Apax(Bn, 9(")) < an quel que soitn > 1.

Pour tout entier n > 1, soit v, = T% Ver(n) - Alors les supports des mesures v,, sont

uniformément bornés et la suite de mesures (vn)>1 converge vaguement vers une
mesure de probabilité borélienne sur R.

Démonstration. — Soit ng comme dans la définition 3.2.1. Quitte & augmenter la valeur
de ng on peut supposer que B,, # 0 lorsque n > ng. D’aprés [25] I1.2.1.6, il existe deux
entiers mo > ng et dp > 0 tels que, pour tout entier n > myg, on ait Byy1p = Bg,By.
Soit d = dgmyg. L’algébre graduée B9 = ®n>0 B,,q est engendrée comme une By-
algébre par B§d) = Bgy. De plus, si on désigne par g : N — R la fonction telle
que g(n) = f(nd), alors I'algébre graduée B(?) est g-quasi-filtrée. Pour tout entier n
assez grand, on a B, # 0 et donc Apin(Bn, 9'(n)) < Amax(Bn, 9(”)) < an. D’aprés la
proposition 3.2.6, la suite (Amin(Bnd, 9'("d))/nd)n>1 converge dans R. De plus, pour
tout entier [ € [mg, mo + d[ et tout entier n > 1, on a Bpgt; = BpaBj. On en déduit
(voir la démonstration de la proposition 3.2.6)

)\min( nd+l1» g(nd—i-l)) = Amin(Bnd7 g(nd)) + )\min(Bly g(l)) - f(nd) - f(l)
Par passage a la limite, on obtient

lim inf Amin (Brast, ") /(nd + 1) > lim Amin(Bna, 7"D) /nd

n—-+00 n—
Comme [ est arbitraire, on en déduit que lim 4i_nf Amin (Bn, & () )/n existe dans R. Si
n—-1+0oo
B, # 0, alors le support de v,, est contenu dans Amin(Bn, 7™) /7, Amax(Bn, ™) /n),
donc les supports des v,, sont uniformément bornés.

D’apres la proposition 1.2.9, pour démontrer la deuxiéme assertion du théoréme, il
suffit d’établir CV(B). On commence par quelques réductions.
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D’abord, par extension des scalaires (voir §1.2.3), en introduisant une extension
infinie de k, on peut supposer que k est un corps infini. De plus, il est anodin de
supposer By = k, muni de la filtration triviale qui contient un seul saut en 0.

sur B, telle
que 5’(")’ B, = gi") B,,. Autrement dit, pour tout élément a € B, on a la relation
Agm.e(a) = Agm) (a) + en. Si (ng)1<icr € Z;no est un multi-indice et si pour tout 4,
a; est un élément dans B,,,, en posant N =n; +---+n,eta=a7---a,, on a

Si ¢ est une constante réelle, on peut considérer la filtration & (n),e

Agaye(a) = Agm (a) +cN > Z ()\qm)(az f(ng) ) + Z en;
i=1

_ Z( e (@) f(ni)),

autrement dit, l’algébre graduée B, munie des filtrations & (")’C, est encore f-quasi-
filtrée. D’autre part, si on désigne par vg la probabilité associée a la filtration

F™e on a Vg = TenVB,, Ol Up, est la mesure associée a 7™ Par conséquent,
on a Tivg = TiTmvp, = 7.T1vp,. Autrement dit, B satisfait & la condition de
n n n n

convergence vague pour les filtrations & () i et seulement si c’est le cas pour les
filtrations "™°. En remplacant les filtrations 7™ par 7™ avec ¢ suffisamment
grand, on se raméne au cas ol Amin(Bn, g(n)) — f(n) = 0 pour tout n > 1. En
particulier, pour tout élément homogéne a de degré n de B, Ay (a) > f(n).

La démonstration du théoréme se décompose en trois étapes. Sauf dans la derniére
étape, on s’impose d’une condition supplémentaire que ’algébre B est engendrée
comme K-algébre par By et que la constante ng est nulle.

Etape 1: Comme k est un corps infini, par la normalisation de Noether (cf. [19]
Théoréme 13.3), il existe d éléments 1, ...,z dans By tels que

1) Phomomorphisme de 1’algébre de polynomes k[T4,...,Ty] vers B qui envoie T; en
x; soit un isomorphisme de k-algébres graduées de k[T, ..., T,] sur son image.

2) si on désigne par A cette image, c’est-a-dire la sous-k-algébre de B engendrée par
Z1,...,2Tq, alors B soit un A-module gradué de type fini.

L’algébre A, munie des filtrations induites, est une k-algébre graduée f-quasi-filtrée.
La proposition 3.3.6 montre que 'on a CV(A).

Soit @ un élément homogeéne de A. Alors Aa est un sous-A-module gradué de B. On
munit Aa des filtrations induites (de celles de B). Comme dim(A/Aa) < dim A, on a
CV(Aa) compte tenu du lemme 3.4.2. De plus, les suites de mesures de probabilité
(T1va,)n>1 €t (T1v(aq), )n>1 convergent vaguement vers la méme limite.

Si x est un élément homogéne de degré m > 0 dans B\ A, alors il existe un
polyndme unitaire P € A[X] de degré p > 2 tel que P(z) = 0. On suppose que P
est de degré minimal et s’écrit sous la forme P(X) = X? + a,_1XP~! 4+ --- + aq.
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Comme P est minimal et comme B est un anneau intégre, ag est non-nul. Pour tout
i €{0,...,p— 1}, soit @; la composante de degré (p — ¢)m de a,. Si on note

P(X) = XP +ap1 X7 + - + o,

alors on a 15(3:) = 0 puisque z est homogéne de degré m. On peut donc supposer
que a; est homogeéne de degré (p — i)m quel que soit ¢ € {0,...,p — 1}. Soit y =
27t + ap_12P7% + .-+ + a;. Il est homogene de degré (p — 1)m. En outre, on a
zy + ag = 0. Dans la suite, on utilise les notations simplifiées introduites dans §1.2.6
pour les fonctions A. Puisque ’algébre graduée B est f-quasi-filtrée, si u est un élément
homogeéne de degré n de A, alors

(59) A(uao) = Auzy) = Auz) — f(n+m)+A(y) — f((p—1)m) = Auz) - f(n+m),
ou dans la derniére inégalité, on a utilisé I’hypothése

Amin(B(p—l)m7 g(p—l)m) = .f((p - l)m)

introduite dans 1’étape de réduction. On en déduit A(uz) < A(uag) + f(n + m). En
outre,

(60) Aluz) 2 AMu) + A(z) — f(m) — f(n) = Mu) - f(n).

Soient M = Aag, M' = Az. L’algébre B étant intégre, pour tout entier n > 1,
I'application uz — uag (u € Ay,) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels de M;, , .
vers My, mp. D’apres (59) et le lemme 1.2.6, on a UM, = T (ndm) Y Mo gy D’autre
part, Papplication v — uz (u € A,,) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels de
A, vers M) .. D’aprés (60) et le lemme 1.2.6, on obtient v, < TfmVM,, . » OU
encore T_g(n)Va, < VM, - On obtient donc ’encadrement

T—f(n)VA, < Ve

n+m

= Tf(”""’”) VMn+mp ’

et donc
TnimT_f(n)VA" < Tﬁl/M;’_'_m < TﬁTf(n+m)VMn+mpa
ou encore
1 T n_Tiv T v TrimpT v .
(6 ) Tini(:;) nfm % An = ﬁ M:—H—m = Tf(nn_:;;n) n‘:—mp 'n+1mp Mn+7np

Comme observé plus haut, les suites (Tiva,)n>1 et (Tivar,)n>1 convergent
vaguement vers une méme limite que 'on note v. D’a,p;és le lemme 1.2.11,
I'encadrement (61), et le lemme 1.2.12, on conclut que la suite (71 vas7 )n>1 converge
vaguement aussi vers v. "

FEtape 2 : Soit k' le corps des fractions de A. Comme B est une algébre finie sur A,
l’algébre k' ® 4 B est de rang fini sur k’. Le A-module B est engendré par les éléments
homogeénes, il existe donc des éléments homogénes x1,...,xs de B qui forment une
base de k' ® 4 B sur k’. Si on note H = Az +-- -+ Ax,, alors H est un sous-A-module
libre de base (x1,...,zs) de B. Soit H' = B/H. On a une suite exacte :

¥ 7r

0 H B H 0.
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Comme 1 @Y : k' ®4 H — k' @4 B est un isomorphisme, on a k' ® 4 H' = 0, donc
H’ est un A-module de torsion. On a alors dimy H' < dim A = dim4 H = dimy4 B.
D’apreés I'étape 2, la condition CV (Azx;) est vérifiée pour tout 1 < ¢ < s. D’apreés le
lemme 3.4.2, on a CV(H) et puis CV(B). Le théoréme est donc démontré pour le
cas particulier ot B est engendrée comme une By-algébre par By, et oit ng = 0.

Etape 3 : On traite maintenant le cas général. Comme remarqué au début de la
démonstration, il existe un entier d > ng tel que B(® = @n20 By, soit une Bg-
algébre engendrée par B£d) = By. C’est un anneau intégre. De plus, elle est g-quasi-
filtrée pour la fonction g(n) = f(nd), ou cette fois-ci la constante “ng” pour cette
algébre est nulle. D’aprés le résultat déja démontré, on a CV(B®). On désigne par
p la limite de (Tﬁ VB, ,)n>1- Soit z un élément homogéne de degré ! > ng de B. On

suppose  # 0. On a ¢ € Byg. Si u est un élément dans B, 4, alors
Muzd) > Mz — f(ld = 1) + Muz) — f(nd +1)
> ANuz) — f(nd+1),

oil on a utilisé 'estimation A\(z?~!) > f(Id — I) convenue dans I’étape de réduction.
De fagon similaire, on a

A(uz) 2 Mu) — f(nd) + A(z) — f(I) = A(u) — f(nd).
D’ou

Tf(nd+1)YBnayia 7 VBnaz ™ T—f(nd)VBpa-

Par passage a la limite, en s’appuyant sur le lemme 1.2.11, on obtient que la suite de
mesures (T 1VB, 4@)n>1 converge vaguement vers p. D’autre part, pour tout entier k
tel que ng < k < ng + d, 'espace Bld:k) — @n>0 Bpa+k est non-nul. C’est un B@.
module de type fini. Soient k(¥ le corps de fractions de B¥ et (z;);%F une famille
d’éléments homogene dans B(**) qui forme une base de B(4*) ® 54 k(9 sur k@, Soit
H@R = @4t By, Cest un sous-B(@-module libre de B(4F) tel que

dim g(a) (B(d,k)/H(d,k)) < dim g (B(d,k)).

D’apreés ce que 'on a démontré, le lemme 3.4.2 montre que la suite (T%i Vi (am )n>1
converge vaguement vers p. Encore par le lemme 3.4.2, joint au fait que

dim o (BUH /H@R)) < dimpa (B@H),

on conclut que B(%*) satisfait a la condition de convergence vague, et que la limite de

n>1 coincide avec p. Enfin, en combinant ces suites de probabilités,

la suite (Tﬁ UBrair)

on conclut que la suite de probabilités (T1vp, )n>1 converge vaguement vers p. [
REMARQUE 3.4.4. — 1) La condition d’étre quasi-filtré peut s’étendre facilement au

cas de module gradué. Soit f : N — R une application. On suppose que l’algébre
graduée B est f-quasi-filtrée. Soit M un B-module gradué muni des filtrations
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(ﬁ("))n>1. On dit que M est f-quasi-filtré s’il existe un entier ng > 0 tel que, pour
tout entier 7 > 0, tout (n;)1<i<r+1 € Z’;lt et tout (s;)1<i<r+1 € R™™1, on ait

r+1 r+1

Sr+41

(f[ g‘(s:h)an) (murl)]\lnr+1 C ggN)MN, ou N = Z’I’lz et S = Z(Sz — f(TLZ))
=1

i=1 i=1
Si f=0¢etsing =0, M est dit filtré. Cependant, ’assertion du théoréme 3.4.3
n’est pas vraie en général pour un module gradué (quasi-)filtré. En effet, soit B
lalgebre k[X] des polynomes & une variable munie de la graduation usuelle et de
la filtration 7™ telle que

9§”)Bn _ }Bny sit <0,
0, sit > 0.

Evidemment B est une k-algébre graduée filtrée. Soit M le B-module gradué libre
engendré par un élément homogéne de degré 0. Soit ¢ : Z>o — R une fonction
croissante. Pour tout entier n > 1, on définit une filtration ﬁ“"’(n) sur M, telle que

Alors M est un B-module gradué filtré et, pour tout entier n > 0, var,, = d,(n)- La
condition CV (M) est équivalente & I’existence de lilf (n)/n dans RU{+o0}. Si
n—-+oo

M, sit<p(n),
0, sit > p(n).

¢ : Z>o — R est une fonction croissante telle que la suite (¢(n)/n),>1 ait plusieurs
points adhérents — par exemple, p(n) = 2U1°82"] CV (M) n’est plus satisfaite.
Ce contre-exemple montre 'impossibilité de démontrer le théoréme 3.4.3 par la
version classique de la technique de dévissage.

L’assertion du théoréme 3.4.3 n’est pas vraie en général pour une algébre graduée
quasi-filtrée non-intégre. Soient B et M comme dans 1) plus haut. Si on désigne
par C D’extension nilpotente de B par M (cf. [35] chap. 9 §25), alors C est une
algebre graduée quasi-filtrée sur K, mais la condition CV(C) n’est pas vraie. La
méme construction fournit aussi un contre-exemple de la proposition 3.2.4 lorsque
I’algébre B n’est pas intégre.

COROLLAIRE 3.4.5. — Avec les mémes hypothéses du théoréeme 8.4.3, la suite de
polygones (P(vy))n>1 converge uniformément vers une fonction concave sur [0,1].

Démonstration. — C’est une conséquence du théoréme 3.4.3 et de la proposition 1.2.9.

O
3.4.3. Variante pseudo-filtrée. — On présente enfin la version pseudo-filtrée du
théoréeme 3.4.3.
THEOREME 3.4.6. — Soit f : Zyo — Ryo une fonction croissante telle que

2 a0 f(2%)/2% < 4o00. On suppose que

1)

l’algébre graduée B est intégre et f-pseudo-filtrée, et B, # 0 pour n assez grand,
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2) il existe a > 0 tel que Apax(Bn, g(n)) < an quel que soitn > 1.
Pour tout entier n > 1, soit v, = Tivgwm). Alors les supports des mesures vy
sont uniformément bornés, la suite de mesures (vy,)>1 converge vaguement vers une

mesure de probabilité borélienne sur R, et la suite de polygones (P(vyn))n>1 converge
uniformément sur [0, 1].

MEMOIRES DE LA SMF 120



CHAPITRE 4

APPLICATIONS

4.1. Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique

Le théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique étudie le comportement asymptotique
des caractéristiques d’Euler-Poincaré des images directes des puissances tensorielles
d’un fibré inversible hermitien sur une variété arithmétique. Ce théoréme était
d’abord démontré par Gillet et Soulé [23] en utilisant leur théoréme de Riemann-Roch
arithmétique. Puis il a été réétudié par plusieurs auteurs comme Abbes et Bouche
[1], Zhang [45], Rumely, Lau et Varley [41], Autissier [2] et Randriambololona
[38] dans divers contextes. Dans le cas ou les métriques sur le fibré inversible
hermitien sont positives et le fibré inversible sous-jacent est ample, ce comportement
asymptotique peut étre interprété par le nombre d’intersection du fibré inversible
hermitien considéré.

Dans cette section, on applique la convergence de polygones & ’étude du théoréme
de Hilbert-Samuel. Comme le résultat précédemment établi est trés général, on obtient
le théoréme de Hilbert-Samuel (la partie de convergence) dans toute généralité sans
condition de positivité sur les métriques.

4.1.1. Comparaison des limites. — Etant donnée une suite de fibrés vectoriels
adéliques, on montrera que, si on modifie convenablement les métriques de chaque
fibré vectoriel adélique de la suite, le comportement asymptotique (convergence ou
divergence) reste inchangé.

PROPOSITION 4.1.1. — Soient

!/

(Bo = (B, (I ll)ves)nz1 et (B, = (B, (I [))ves))nz1

deuz suites de fibrés vectoriels adéliques sur Spec K qui ont la méme suite d’espaces
vectoriels sous-jacents (Bp)n>1 telle que lim log(rg(By,))/n = 0. On suppose que,
n—oo

(i) pour tout entier n > 1 et toute place finie p € Xy, les métriques || - ||, et || - ||}
sur B, ®k C, sont la méme,
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(i) on a la relation

max sup log ||s|l» — log ||s]|,,| = o(n) (n — o).
V€Yo 0£s€ B, ®K Cy

Alors les propiétés suivantes sont vérifiées.

1) La suite (fmax(Bn)/n)n>1 (1esp. (fmin(Bn)/n)n>1) converge dans R si et
seulement si la suite (ﬁmax(E;)/n)@l (resp. (ﬁmin(E;)/n)n%) converge dans
R. De plus, dans le cas ot ces deux suites sont convergentes, elles ont la méme
limite.

2) La suite (Pg, /n)n>1 converge (resp. converge uniformément) si et seulement si
la suite (Pg' /n)n>1 converge (resp. converge uniformément). De plus, si ces deux
suites conve;‘gent, alors elles convergent vers la méme limite.

Démonstration. — Pour tout entier n > 1, on note

o= max  sup |log|lsll. — loglsll,
VE€¥eo 07£5€ B @Kk Co

D’aprés les propositions 2.1.6 et 2.1.7, on a
~ — —~ —/ ~ — ~ —/
|Nmax(Bn) - ,Ufmax(Bn)| < (67} et |/~Lmin(Bn) - Nmin(Bn)| < (o770

Comme lim a,/n = 0, I'assertion 1) est vraie pour (B, )n>1 et (E;),@l.
n—oo

Pour démontrer I’assertion 2), on commence par un cas particulier ou les B,, et
—/
B

n sont hermitiens. Dans ce cas-1a, on a |95 — P& |lsup < 0, compte tenu du
n n

corollaire 2.2.9. Donc assertion 2) est vraie pour ce cas particulier.

Pour démontrer le cas général, on introduit quelques notations. On désigne par
P((En)ngl,(ﬁil)"%) la condition de la proposition et par Q((En)ngly(gfn)nZI)
Passertion 2). On observe que P et Q sont des relations d’équivalence sur 1’ensemble
des suites en fibrés vectoriels adéliques. Soit E := (E,),>1 une suite de fibrés
vectoriels adéliques. Soient Ej := (Ey, j)n>1 et EL := (EnL)n>1 (voir §2.1.5 pour
les notations). Par définition, la condition P(Ej, Er) est vérifiée. D’aprés le cas
particulier que l'on a démontré, l’assertion Q(Ej;, Ey,) est vraie. En outre, pour tout
fibré vectoriel adélique E sur Spec K, on a des encadrements Q)EJ < Py < ngL'
C’est une conséquence de la proposition 2.1.5 (voir aussi la remarque 2.2.10). Par
conséquent, assertion Q(Ej;,E) est vraie pour toute suite E en fibrés vectoriels
adéliques. Maintenant si B et B’ sont deux suites en fibrés vectoriels adéliques qui
vérifient P(B,B’), alors la condition P(By,B}) est encore vérifié¢e. On en déduit
Q(By, BY), compte tenu de ce que I’on a démontré plus haut. En outre, les assertions
Q(By,B) et Q(B},B’) sont vraies. Comme Q est une relation d’équivalence, on
obtient Q(B,B’). O
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4.1.2. Algeébre en fibrés vectoriels adéliques. — Soient K un corps de nombres
et B= @n>0 B,, une algébre intégre sur K telle que chaque B,, est un espace vectoriel
de rang fini sur K et que B, # 0 pour n suffisamment grand. On suppose que
B,, est ’espace vectoriel sous-jacent d’un fibré vectoriel adélique B, sur Spec K.
Pour tout entier r > 2 et tout élément n = (n;)1<i<r € N7, on désigne par ¢y :
B, ®---® By, — By 'application K-linéaire induite par la structure de K-algébre
de B, ot |[n| = ny+- - -+n,. Le théoréme suivant étudie le comportement asymptotique
des invariants arithmétiques des B,,.

THEOREME 4.1.2. — Soit B = @, Bn une algébre intégre sur K telle que B, # 0
pour n assez grand et que B, soit l’espace vectoriel sous-jacent d’un fibré vectoriel
adélique B,,. On suppose qu’il existe C > 0 tel que Jimax(Brn) < Cn pour n > 1, et
que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(i) lir_P log(rg By,)/n = 0 (cette condition est satisfaite notamment lorsque B est
n—-1+0oo

une algébre de type fini), et il existe une fonction g : N — R>q et un entier
ng = 0 tels que lir_~1_1 g(n)/n =0 et que la hauteur de
n—-+0oo

wn : Bn1 Ko Qq Enr _’E\rﬂ

T
>no

est majorée par g(nq1) + - -+ g(n,) pour tousr € Zzo, n = (n;) €Z
une famille hermitienne o de normes tensorielles d’ordre r,

(i) log(rg B,) = O(logn), et il existe une fonction croissante g : N — Rsq et un
entier ng > 0 tels que 3,5, 9(2%)/2% < +oo et que h(Y(nm)) < g(n) + g(m)
pour tous les entiers n et m supérieurs ou €égaux & mg, et pour une famille
hermitienne de normes tensorielles d’ordre 2.

et pour

Alors la suite de pentes mazimales (fimax(Bn)/n)n>1 converge dans R. Si de plus
lalgébre B est de type fini, alors

1) la suite de polygones de Harder-Narasimhan (an /M)n>1 converge uniformément
vers une fonction concave sur [0, 1];

2) les suites (ﬁ(gn)/n)n>1 et (d!x(En)/nd)n>1 convergent dans R, ot d est la
dimension de Krull de B. -

Enfin, si ’homomorphisme ¥, m) est surjectif pour n et m assez grand, alors la suite
de pentes minimales (limin(Bn)/n)n>1 converge dans R.

Démonstration. — On commence par le cas particulier o les fibrés vectoriels adéliques
B,, sont hermitiens. Pour tout entier n > 1, on désigne par & (™) 1a filtration de
Harder-Narasimhan de B,,.

On suppose la condition (i) et on démontre que l’algébre graduée B est f-quasi-
filtrée pour f(n) = g(n) + log(rg By,). En effet, si (s;)1<i<r €st un élément dans R”,
alors on a 'inégalité

T
ﬁmm(ggffl)Bm ® CJST“)BM) > Z (,ﬁ'min(gg?i)Bni) — log(rg Bn))
i=1
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compte tenu de (30). D’aprés la proposition 2.2.1, on obtient
ﬁmin(gg}l)Bnl ®--® gng)Bnr) Z Z (Si - log(rani))
i=1

Par conséquent, wn(ggl)Bm ®-® gg:”)Bm) est contenu dans QE'“')BM ol t =

ks
Z (s; — log(rg By,)) — h(tjn|) (cf. proposition 2.2.4 infra). Cela montre que B est
i=1
f-quasi-filtrée. Comme lim log(rg B,,)/n = 0, on a 11141_1 f(n)/n = 0. D’aprés la

n—00 n—-100

proposition 3.2.4, on obtient la convergence de (limax(Brn)/n)n>1. Si 'algébre B est
de type fini, alors le corollaire 3.4.5 montre que les polygones #(T1 vg,) = ?gn /n
convergent uniformément quand n — +o00. Dans le cas ol ¥, est surjectif lorsque
n et m sont assez grands, la convergence de (min(Br)/n)n>1 résulte de la proposition
3.2.6.

Lorsque 'algébre B est de type fini, la convergence de (fi(By)/n),>1 provient de la

convergence uniforme des polygones 95 /n et I'égalité [i(E) = P5(1) qui est valable
pour tout fibré vectoriel adélique non-nul E. En outre, d’aprés la remarque 2.1.4, il
existe une constante b telle que ‘x(?m)| < bm(logm + 1) pour tout entier m > 1.

On en déduit donc lir_irrl x(K'® B")/(n rg B,,) = 0. D’apreés la relation entre le degré
d’Arakelov et la caractéristique d’Euler-Poincaré (16), on obtient que
(62) i x(B,)/(n1g By) = lim [K : QJa(B,)/n
existe dans R. Enfin, comme B est de dimension de Krull d, il existe une constante
¢(B) > 0 tel que rg(B,) ~ c¢(B)n?"!, d’out la convergence de (x(B,)/(nrgB,))
implique celle de (d!x(Bn)/n%), ..

La démonstration du cas particulier sous la condition (ii) est trés similaire & celle qui
précéde, en utilisant la variante pseudo-filtrée. En effet, la fonction log(rg B,,) est de

croissance logarithmique. Comme }°, -, log(2*)/2" < 400, on obtient la proposition
en s’appuyant sur le théoréme 3.4.6 et les propositions 3.2.9 et 3.2.10.

n>1

La démonstration du cas général repose sur les résultats de comparaisons dans les
propositions 2.1.15 et 4.1.1. En effet, si les fibrés vectoriels adéliques B,, satisfont a
Bimax(Bn) = O(n) et 'une des conditions (i) et (ii), alors il en est de méme des fibrés
adéliques hermitiens B, j : d’abord, d’aprés (33), on a fmax(Bn,3) < Hmax(Bn); en
outre, d’aprés la proposition 2.1.15, quitte & augmenter la fonction g par un terme
logarithmique, on obtient que la condition (i) (resp. (ii)) est vérifiée pour les B,, si et
seulement si elle est vérifiée pour les B,, j. Compte tenu de ce qu’on a démontré plus
haut, le théoréme est vrai pour les fibrés adéliques hermitiens En, j, €t donc le méme
résultat est vrai pour les B,,, grace & la proposition 4.1.1. O

REMARQUE 4.1.3. — On garde les notations du théoréme 4.1.2. Pour tout entier n >
—
1, on choisit un fibré adélique hermitien B,, = (B, (|| - ||,)ves) tel que, en écrivant
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B = (Bn, (|l llv)vex), on ait || - [, = || - [l pour tout p € Xy, et

max sup log |5, — log ||s]|%,| = o(n) (n — o).
VE€EX oo 0#£s€ B Q@ Cy

D’apreés (33), on obtient que fimax(Byr) = O(n) si et seulement si ﬁmax(ﬁg) = O(n).

En particulier, fimax(Bn) = O(n) si et seulement si fimax(Bn.y) = O(n), ou encore si

et seulement si fimax(Bn,) = O(n).
En outre, d’aprés la proposition 2.1.15, la condition (i) du théoréme 4.1.2 équivaut a

(") lim log(rg B,)/n = 0, et il existe une fonction g : N — R et un entier ng > 0
n—oo

tels que lirf g(n)/n = 0 et que la hauteur de ¢n : ®Q;_,; E:Li — Einl est
n—-—1+0oo

ks
>no”

majorée par g(nq) + - - - + g(n,) pour tout r € Zx, et tout n = (n;) € Z
En particulier, elle est équivalente a chacune des conditions suivantes:
(iy) lim log(rg B,)/n =0, et il existe une fonction g : N — R et un entier ng > 0
n—oo

tels que lirf g(n)/n =0 et que la hauteur de ¢y : @;_; Bn,, 5 — Bjn|,; est
n—-+oo

T

majorée par g(ni) + -+ + g(n,) pour tout r € Zx et tout n = (n;) € Z%,, .
(iz) lim log(rg B,)/n =0, et il existe une fonction g : N — R et un entier ng > 0
n—oo
tels que lirf g(n)/n =0 et que la hauteur de ¢y : @;_; Bn,, — §|n|’L est
n—-—+oo

ks
2no’

majorée par g(nq) + - - - + g(n,) pour tout r € Zxy et tout n = (n;) € Z
De fagon similaire, on a des conditions équivalentes & la condition (ii) du théoréme
4.1.2. Ces observations — combinées avec la proposition 4.1.1 — permettent
de se ramener au cas de fibrés adéliques hermitiens dans I’étude du comportement
asymptotique des invariants arithmétiques, comme ce qu’on a fait dans la démonstration
du théoréme 4.1.2.

Si B, # 0 pour n suffisamment grand, si l’algébre B = @n>0 B,, est de type fini,
Bmax(Br) = O(n) et si les fibrés vectoriels adéliques B,, vérifient les conditions dans
(i) du théoréme 4.1.2, alors I'algébre graduée B est f-quasi-filtrée pour les filtrations
de Harder-Narasimhan des E; relativement & une fonction f : N — R telle que

lim f(n)/n = 0. D’aprés le théoréme 3.4.3, la suite de mesures (T% Vg )n>1 converge
3;g01c1)ement vers une mesure de probabilité v sur R, et cette mesure liI;ite ne dépend
pas du choix des métriques sur les E;. La limite des polygones @gn /m coincide avec
Pv).

De fagon similaire, si B,, # 0 pour n suffisamment grand, si I’algébre B = @n>0 B,
est de type fini, fimax(Bn) = O(n) et si les fibrés vectoriels adéliques B,, vérifient
conditions (i) du théoréme 4.1.2, alors l’algébre graduée B est f-pseudo-filtrée pour
les filtrations de Harder-Narasimhan des Eln relativement & une fonction f: N — R
telle que Z f(2%)/2* < 400. On déduit du théoréme 3.4.6 que la suite de mesures

u=>0
(T% Vg )n>1 converge vaguement vers une mesure de probabilité v sur R et que la

limite des polygones $5 /n coincide avec P(v).
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Enfin, on remarque que les invariants asymptotiques considérés dans le théoréme
4.1.2 sont les mémes (une fois s’ils existent) pour les B, et pour les P;.

4.1.3. Existence de la capacité sectionnelle. — Le théoréme 4.1.2 peut étre
comparé avec le théoréme (A) de [41]. Soient X un schéma intégre projectif de
dimension d définie sur K et L un fibré inversible sur X . Si chaque espace de sections
globales T'(X, L®") est muni des normes de sorte que I'( X, L®") soit un fibré vectoriel
adélique, on dit que L est un fibré inversible avec sections normées. La capacité
sectionnelle de L est par définition

S,(L) = exp ( — lim M

i G )

pourvu que la limite dans le terme a droite existe dans R U {+oo0}. Cette notion
est d’abord introduite par Chinburg [18]. Elle généralise deux notions en méme
temps : la capacité logarithmique d’un diviseur ample dans X et le nombre d’auto-
intersection d’un fibré inversible hermitien arithmétiquement ample. L’existence de
capacité sectionnelle est étudiée par plusieurs auteurs dans une série d’articles comme
[18, 39, 40, 41]. En particulier, cette existence est démontrée dans [41] & une grande
généralité avec eventuellement des semi-normes sur I'(X, L&™).

Le théoréme 4.1.2 donne un critére d’existence de la capacité sectionnelle.

COROLLAIRE 4.1.4. — On suppose que [l’algébre @n2OF(X, L®") est de type fini
sur K (cette condition est vérifiée notamment lorsque L est ample) et telle que
[(X,L®") # 0 pour n suffisamment grand. Si pour chaque entier n > 0, on
munit l’espace T'(X,L®™) d’une structure de fibré vectoriel adélique de sorte que
Emax(D(X, L®™)) = O(n) (n — o0) et que les fibrés vectoriels adéliques T'(X, L®™)
vérifient l'une des conditions (i) et (i) du théoréme 4.1.2 (ou lune parmi leurs
formes équivalentes introduites dans la remarque 4.1.3), alors la capacité sectionnelle
S, (L) existe et est non-nul.

Démonstration. — C’est une conséquence de I'assertion 2) du théoréme 4.1.2, sachant
que la dimension de Krull de ’algébre 69"20 (X, L®™) est au plus d + 1. O

REMARQUE 4.1.5. — Dans [41], les auteurs ont obtenu l’existence de la capacité
sectionnelle sous des hypothéses de compatibilité et de finitude pour les métriques.
En particulier, 'une des conditions de compatibilité algébrique (A1),

I fallo < Ifllollgllo quels que soient v € £y UXw, f € C, @ (X, L") et
geC, ®T(X,Lo™),

implique les conditions (i) et (ii) du théoréme 4.1.2. Pour tout entier n > 0, on note

B, = I'(X,L®"). Pour tout entier n > 0 et toute v € Yo, on choisit une base
orthonormée e,(Jn) de B, ¢, pour la norme || - ||y Lowner- S0it n = (nq,...,n,) € Z5,
une famille finie d’indices. Alors

el = {s1®@ -®s, |Vie{l,...,r}, siEegf)}
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est une base orthonormée pour la métrique || - ||,,. produit tensoriel des métriques de
Lowner. Soit ¢y : Bpyc, ® - ® Bnmc — Bn|,c, 'homomorphisme induit par la

(n)

multiplication des sections. Si s =51 ® -+ - ® s, est un élément dans e, ', alors

10g [|9n,v(8) lv,Lowner < 10g [[thn,0(8)[lo < Z log [|s4]»

1
Z 10g || |, Lowner + = log rg B, Zlog (rg Bn,) = ; log(#e{™).
=1
Un élément général z € B,, ¢, ® -+ ® By, ¢, s’écrit sous la forme Zsee(") ass, oll
as € C,. Par conséquent, on a

||wn,v(x)||v,L6wner < Z |as|'u . ||1/7n,v(5)||v,waner < (#eg“))% Z |as|'u'

scel® o™

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient ||¥n, ()|, Lowner < (#e ))||m||v L
Donc les fibrés adéliques hermitiens (B, 1,),>1 vérifie la condition (iz) de la remarque
4.1.3.

D’autre part, dans [41], la capacité sectionnelle est justifiée d’étre strictement
positive pourvu que la condition de croissance suivante dans le théoréme (A) du
loc. cit. est vérifiée :

il existe € > 0 tel que ;ﬁfe%l(l)f( Lem) H Iflle =
Mais cette condition n’est rien d’autre que la condition fimax(B,) = O(n) dans
le théoréme 4.1.2 compte tenu de la comparaison du premier minimum & la
pente maximale, établie dans [5] (voir aussi [22] théoréme 5.20). Le point de
vue algébrique que I'on a adopté permet d’obtenir le corollaire 4.1.4 pour le cas ou L
est éventuellement non-ample.

4.1.4. Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique. — Soient 2  un schéma
projectif et plat sur Spec Ok et £ un fibré inversible sur 2°. Soient X = 2%,
L := %k et d = dim X. On suppose que X est intégre et que E, := H°(X, L®") est
non-nul lorsque n est suffisamment grand. Pour chaque plongement o : K — C, on
munit le faisceau ., ¢ d’une métrique hermitienne continue | -||,. On suppose que les
métriques || - ||, sont invariantes par la conjugaison complexe. Pour tout entier n > 0,
soit &, = T (ZL®"), o m : 2 — Spec O est le morphisme structurel. Pour tout
plongement o : K — C, on désigne par || - ||,,sup la norme sur E, , := E, Qg , C =
I'Xo,.c, LS’I&) telle que ||s|lo,sup = sup ||sz|lo. La structure de @x-module sur &,

TEX
avec les normes || - ||o,sup induisent une structure de fibré vectoriel adélique sur E,.
On désigne par E,, le fibré vectoriel adélique correspondant.
Dans [22, théoréme 5.20], Gaudron compare les pentes successives d’un fibré
vectoriel adélique & ses minima successifs. Cela généralise un résultat de [5] dans

le cadre de fibrés vectoriels hermitiens, qui remonte sur le théoréme de Minkowski
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adélique di & Bombieri et Vaaler [3]. On rappelle ici un cas  particulier de ce résultat,
ol on compare la pente maximal au premier minimum. Si & = (&, (|| - |lo)o:x—c) un
fibré vectoriel normé non-nul sur Spec Ok et sii € {1,2,...,rg E}, on désigne par

Xi(8) == inf{a > 0 | rg(Vectx {B(&,a)}) > i}
minimum de E, ou
B(&,a) :={s€ &| Vo, |||, < a}.
En particulier, A\ (&) = . ;1812 5, max, |Is|lo- Attention : ici on utilise la définition de

Bombieri et Vaaler [3] pour les minima successifs; or dans [22], Gaudron a pris le
point de vue de Thunder [44].

le Z'éme

PROPOSITION 4.1.6. — Soit & un fibré vectoriel normé de rang n > 0 sur Spec k.
Les inégalités suivantes sont vérifiées

(63) 0< ﬁmax(é) + IOg /\1(5) U(n K)

o U(n,K) :=— X(fn)+log2+§logn<<K log(n + 1).

n[K : Q]
Démonstration. — Soit s un élément dans & tel que max |5]lc = A1(&). L’homomorphisme
o: d

Ok — & induit par s est de hauteur < log;(&). Par Dinégalité (22), on obtient
0 < ﬁmax(g) + IOg /\1(8)

On démontrera la majoration de fimax(&) + log A1 (&). Par définition, si 7 est un
sous-fibré vectoriel normé de &, alors A1 () = A1(&). On est donc ramené au cas
ot & est semi-stable, c’est-a-dire fimax(&) = A(&). Soit n le rang de &. D’aprés (36,
théoréme 5| (voir aussi 3, théoréme 3] [4], [22, théoréme 5.19]), on a

Zlog)\(é)—i— K ]X(6) < nlog2 + nlogv/n.
Comme X;(&) > A\ (&) pour tout i € {1,...,n}, on obtient la majoration souhaitée
en s’appuyant sur (16). Enfin, d’aprés (17), on a U(n, K) <k log(n + 1). O

On démontre que la suite (lmax(Er))n>1 est bornée supérieurement par une suite
linéaire. Il suffit de minorer la norme du plus petit vecteur non-nul dans H°(.2", £%").
Cela est achevé en utilisant le fait que la hauteur d’un cycle effectif par rapport a un
fibré inversible hermitien arithmétiquement ample est positive ou nulle.

On rappelle briévement la notion d’amplitude arithmétique. Soient % un Og-
schéma projectif et plat dont la fibre générique @k est lisse et # un fibré inversible
hermitien sur " dont les métriques sont lisses. Pour tout g-cycle Z de %, la hauteur
(relative & K') de Z est définie comme le nombre d’intersection arithmétique h(Z) :=
(€1(L)9-[Z]) (voir [10, §3] pour le détail). On dit que £ est ample si £ est relativement
ample, si c1(£) est une (1,1)-forme strictement positive et si, pour tout sous-schéma
fermé irréductible Z de % qui est plat sur Spec Ok, la hauteur h»(Z) est strictement
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positive. D’aprés [45, corollaire 4.8] et [10, proposition 3.2.4], si ¥ est ample, alors
pour tout cycle effectif Z, on a h#(Z) > 0.

LEMME 4.1.7. — Il existe une constante C telle que fimax(Ern) < Cn pour tout entier
n suffisamment grand.

Démonstration. — Supposons que v : 2’ — 2 est un morphisme projectif et
birationnel. Alors, pour tout entier m > 1, ’homomorphisme injectif naturel
N(Z2,2%") — T(Z2', (v*£)®") est de hauteur nulle pour les sup-normes, d’oul
max(T(Z,2°9™)) < fmax(D(Z7, v*.£%")). Grace au théoréme de résolution de
singularités di & Hironaka, on est ramené au cas o 2k est lisse. D’aprés le théoréme
de Weierstrass-Stone, on peut supposer que les métriques sur . sont lisses.

Quitte & choisir un plongement de 2  dans un espace projectif et considérer le
tir en arriére du fibré inversible canonique muni des métriques de Fubini-Study, on
obtient qu'il existe un fibré inversible hermitien %’ sur 2  qui est ample (cf. [10,
théoréme 5.2.3]). En particulier, si s est une section non-nulle de .Z®™ sur 2, alors
divs est un diviseur effectif de 2°. Par conséquent, on obtient que

h(divs) = &1 (L") -81(§®n) +/ log ||s]|c (Z")% > 0,
2(C)

compte tenu de [10, (3.2.2)], ou 2 (C) est ’ensemble des points complexes de 2" ®zC,

muni de la topologie analytique, qui est une variété analytique complexe. En outre,
comme c¢1(-Z") est strictement positive, on obtient

/ log ||s]lc1(Z7)? < max 10g||5||a,sup/ 1 ().
Z(C) €Y 2(C)

C, = (El(y)d '51("%))/ (/%(cc) CI(XI)d) 7

on obtient —max, log||s|lssup < Cim, qui implique —logA;(E,) < Cin. D’aprés
(63), on obtient fimax(Ern) < Cin+ U(tg E,, K) = O(n). O

Si on note

Le théoréme 4.1.2 conduit & la convergence de plusieurs invariants arithmétiques
associés aux F,,.

THEOREME 4.1.8. — Soient 7 : 2" — Spec O un morphisme projectif et plat tel que
X soit intégre de dimension d, et L un fibré inversible hermitien sur % . Pour tout
entier n > 1, on note &, = m.(L®") et on désigne par E,, le fibré adélique hermitien
défini par &, et les normes sup. On suppose que E, # 0 pour n suffisamment grand.

1) La suite (Gmax(En)/n)n>1 converge dans R.
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2) Si lalgébre @n>0 H (X, L3™) est de type fini, alors la suite de polygones
de Harder-Narasimhan (an/n)n>1 converge uniformément vers une fonction
concave ?% En particulier, on a

. (d+1)
(64) Jm

x(En) = [K : Q)(d + 1)vol(Lk ) P (1).

Si £ est ample et si c1(ZL) est positif en tant que (1,1)-courant, alors
’c\l(y)d+1
[K :Q](d+ 1)e1 (Lk )4
3) Si ’homomorphisme E, @ E,, — E,.., est surjectif pour tous entiers n et m
suffisamment grands, alors la suite (ﬁmin(En)/n)n>1 converge dans R.

(65) P(1) =

Démonstration. — La remarque 4.1.5 et le lemme 4.1.7 montrent que [imax(En) =
O(n) et que les fibrés adéliques hermitiens E,, satisfont aux conditions (i) et (ii) du
théoréme 4.1.2, on obtient donc les assertions sauf les égalités (64) et (65). Mais (64)
est une conséquence de (62) et de égalité
rg B,

n=rtoo nd /d!

L’égalité (65) provient de [38, Théoréme A]. O

= VOl(fK).

REMARQUE 4.1.9. — On peut aussi travailler avec les métriques L2, en choisissant
une mesure de Lebesgue de densité lisse sur 2 (C). D’aprés un résultat de Gromov
[23, Lemma 30|, la proposition 4.1.1 montre que le théoréme 4.1.8 reste valable pour
les E,, munis des métriques L?, et que les limites des invariants arithmétiques sont
les mémes.

4.1.5. Exemples. — Dans ce sous-paragraphe, on calcule explicitement les
invariants asymptotiques du faisceau inversible canonique sur un espace projectif,
muni des métriques de Fubini-Study.

Puissances symétriques. — Soit V un espace hermitien dont le produit scalaire est
{, )v. Pour tout entier n > 1, on appelle ni™® puissance symétrique de V ’espace
vectoriel SV muni du produit hermitien (, )gny tel que

1 n
<x1 T, Y1t yn>S"V = ﬁ Z H(x]7y7'(.7)>V7

' re6, j=1
ot 3,, désigne le n'®™® groupe symétrique. Si (vs)1<i<r €st une base orthogonale de V,
alors (v1)renr, I|=n €st une base orthogonale de S™V, ou pour tout I = (iy,...,i,) €
N", on définit |I| := 4y + -+ + i, et v/ =o]* ---vir. En outre, la norme de v est
n! -3 ; ;
66 1}1 = <7) v L2 S v ir
(66) 1l = () Tl o]

Soit p un idéal maximal de @ . On suppose que W est un espace vectoriel de rang
fini sur C,,, muni d’une ultranorme ||-||. Alors espace vectoriel S™W est naturellement
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muni d’une ultranorme. On suppose que (w;)1<i<r €st une base p-adique de W. C’est
une base de W telle que

lavws + -+ g = mas Jagly i)l

Alors (w!)renr, |I|=n €st une base p-adique de W. En outre, on a
(67) ! || = [fwi ][ - flwe 7, ou I = (in, ... ,é).

Considérons maintenant un fibré adélique hermitien E sur Spec K, qui est une
somme directe de fibrés inversibles hermitiens (L;)"_;. Dans la suite, on calculera les
puissances tensorielles S"E.

Pour tout ¢ € {1,...,7}, on choisit un élément non-nul s; dans L;. Alors
(sI)IerI‘:n est une base de S"FEf, ot pour tout I = (i1,...,i,) € N", s désigne
szf -.-sir. Pour tout I € N", |I| = n, on désigne par L! le sous-espace de S"FE

engendré par s’, muni des métriques induites. Pour toute place finie (resp. infinie)

v, (s;)i_; est une base v-adique (resp. orthogonale) de E ®x C,. Par conséquent,

(sI)Ier]‘:n est une base v-adique (resp. orthogonale) de S"E ® g C,. On obtient

donc S"E = @ L'. D’aprés (18), le degré d’Arakelov de LY, T = (i1, .. ,i,) se
IeNT |I|l=n

calcule comme la suite

L= dx dg
(68) deg (L = Znu log ||s% ||, = Z (zjdeg(Lj) -— log(zj )) + = log(n')
Jj=1
ou on a utilisé les relations (66) et (67) plus haut, et dx := [K : Q]. On rappelle la
formule de Stirling :

1
logm! = log V27 + flogm+m(logm— 1)+ em,

s 9
ol €., € ] 12m+1, 12m [ d’ol on obtient

T

— 1
(L) = Z ( (L;) — log z]) + inlogn + terme d’erreur
(69) .

= Z zj( f - = log ) + terme d’erreur,

ol la valeur absolue du terme d’erreur est majorée par %(r—k 1) ( log V27 + % logn+1).

Mesure limite. — Soient 2" = P(E) et 7 : £ — Spec Ok le morphisme canonique. On
note .Z = Op(g)(1). L’espace 2 (C) des points complexes de 2", muni de la topologie
analytique, est une variété analytique complexe. On munit Z¢ de la métrique de
Fubini-Study, c’est-a-dire la métrique quotient induit par le morphisme universel
meEc — Zc. On obtient ainsi un fibré inversible hermitien ¥ sur 2. En outre,
on fixe une mesure de Lebesgue sur 2, (C) qui est proportionnelle & la (r — 1)ime
puissance extérieure de la (1, 1)-forme de Fubini-Study, et qui est de masse totale 1 sur
chaque composante connexe de 2 (C). Pour tout entier n > 1, soit &, le &)x-module
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7.(Z®"), muni des métriques L2. On désigne par E,, le fibré adélique hermitien
correspondant.
Dans la suite, on calculera explicitement les mesures T'1 v . La méthode repose

sur la forme explicite de S™E étudiée plus haut, et un résultat de comparaison entre
E,, et S"E établi dans [10]. Observons que E,, et S"E ont le méme espace vectoriel
sous-jacent, et ont les mémes métriques en les places finies. Par contre, si on note ||-||,,2
et || - ||, la norme hermitienne d’indice v € X, de E,, et de S™E, respectivement,
d’aprés [10, lemme 4.3.6], on a la relation suivante :

1 —1
Vi € By, ¢ #0,log |z]ls = log|lz]ls — 2 log (" 777 1),
’ 2 r—1
Par conséquent, si on désigne par LT? le sous-fibré inversible adélique de E,, tel
que L2 = L ou I = (iy,...,i,) € N", |I| = n, alors on a, d’aprés (69), que
- 2 S T

70 AL'2) =3 i;(A(T;) - 5 log 2 ) + O(log ).

(70) ) = 3 ()~ 3108 ) + Ol

En outre, la relation E,, = @IeNT [I|=n L2 montre que

1

Tivg,=—— Y. Oia@ay
rg B,
IeN", |I|=n

On note

T . .
L N o
IeN”,|I|=n
Les suites de mesures (T
notera v. ’
Soit A, = {(z1,...,2,) € R"|z1+---+x, = 1} le simplexe dans R" et n la mesure
de Lebesgue de masse totale 1 sur A,.. On désigne par ® : A, — R Dapplication

A o ,
vg,) et (Vn)n>1 convergent vers la méme limite que l'on

SPUSEE |
b(x1,...,2,) = ij,u(Lj) ~ 5% log z;.
j=1

Initialement la fonction ® n’est bien définie que sur A, privé le bord, mais ’égalité
lir% zlog x = 0 nous permet de la prolonger continiment sur A,..
r—

PROPOSITION 4.1.10. — Awec les notations ci-dessus, on a v = ®,n.

Démonstration. — Par la définition de ®, pour tout I = (i1,...,%.) € N” tel que
|[I| = n, on a Ay = ®(i1/n,...,i/n). Donc

1 1 1
Yoo = D 5<1><b>=‘I’*LgEn > 5b]'

rg F, T
& & " belNrnA, belNTNA,

™ IeNr, |I|=n
Comme la mesure entre les crochets est la nl®™® somme de Riemann sur A,, les
mesures v, convergent vers 9.7 lorsque n — co. U
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Considérons maintenant un cas trés particulier ot 7 = 2. Soient a = d/eTg(fl) et
8= d/e\g(fg) respectivement. Dans ce cas-la le simplexe Ag est un morceau de droite
dans R? paramétré par [0,1] : un point général de A, est de la forme z(t) = (¢,1—t).
L’application ® envoie z(t) vers

ft)==at+B(1—1t)— %(tlogt—i— (1 —1t)log(l —1¢)).

Comme la mesure de probabilité de Lebesgue sur Ay est 'image directe de la
distribution uniforme sur [0,1] par Papplication de paramétrisation ¢ — z(t), pour
toute fonction borélienne h sur R telle que h o f soit intégrable sur [0,1], on a

/thu = /01 h(f(t) dt,

ot v est la limite de (TLvg )n>1. En outre, on a

Am X E Amin E
lim Fimax(En) = sup f(t), lim Fimin(En) = inf f(¢).
n—ee n tel0,1] n—00 n te[0,1]
Comme —1(tlogt + (1 — t)log(1 — t)) est positif sur [0,1], on obtient iFf ]f(t) =
tel0,1
min{e, 8}. Cependant, la fonction f prend sa valeur maximale en

to = (@0 /(1 4 e2(e=F)),
et 1
sup f(t) = =(log(e2(@® +1) +20).
t€[0,1] 2
La comparaison avec le calcul que ’on a mené dans l’exemple 3.1.9 montre
que, méme si le fibré vectoriel adélique E est trés simple, les limites des invariants
arithmétiques de £ peuvent étre trés compliquées. Par exemple, quand o = 8 = 0,

le fibré vectoriel adélique E est semi-stable de pente 0, mais la mesure limite
lim Tivg est 'image directe de la mesure uniforme sur [0,1] par l'application

n—oo

f(t) = —3(tlogt+ (1 —t)log(1 —t)), qui n’est pas du tout une mesure de Dirac.

4.2. Pente maximale asymptotique

Soit m : 2 — Spec®g un morphisme projectif et plat, tel que 2%k soit
intégre de dimension d. Dans le paragraphe précédent, on a établi, pour tout fibré
inversible hermitien X := .Z sur 2 tel que .Zx soit effectif, la convergence de
(ﬂmax(w*§®n)/n)n21, ot m, 27" désigne le Ox-module 7, (£®"), muni des normes
sup. Dans le groupe de Picard Pic(Zk), 'intérieur du coéne des fibrés inversibles
effectifs est le cone des fibrés inversibles gros. On rappelle qu’un fibré inversible L
sur 2k est dit gros si son volume, défini comme (cf. [33, théoréme 2.2.26])

HO Lo®n
vol(L) := lim sup s ii;lc(l; ),
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est strictement positif. On rappelle aussi que, si un fibré inversible L sur Zk est
gros, alors il existe une puissance de L qui peut étre décomposée comme le produit
tensoriel d’un fibré inversible ample et d’un fibré inversible effectif (cf. [33, 2.2.7]).
Pour tout fibré inversible hermitien .Z sur 2" tel que £k soit gros, on désigne par
A .. (Z) la limite de la suite (ﬁmax(ﬂ*§®n) /M)n>1. On montrera que la fonction
U7 o st sur-additive. Cette observation permet d’étendre le domaine de définition de
la fonction i, a l'ensemble de tous les fibrés inversibles hermitiens sur 2. Enfin,
on étudie les propriétés arithmétiques de la fonction i, ().

Notation. — Dans la suite du paragraphe, si & est un fibré vectoriel normé sur 2,
alors expression 7. (&) désigne le O x-module 7.(&), muni des métriques sup.

4.2.1. Sur-additivité de la pente maximale asymptotique. — Dans ce sous-
paragraphe, on vérifie que la fonction 7, est sur-additive.

LEMME 4.2.1. — Soient %, et Lo deuz fibrés inversibles hermitiens tels que £] k et
%k soient effectifs. On note &; = m.(ZL;) (i =1,2) et & = 1. (L1 ® L). Alors

(71) ﬁmax(g) = ﬁmax(gl) + ﬁmax(g2) - U(I’g 61’ K) - U(I‘g 627 K)7
ot la constant U(n, K) est définie dans la proposition 4.1.6.

Démonstration. — D’aprés (63), on a fimax(8) = —log A\ (&). Par définition,

—log A\ (6) = — oiggéa:r?(a—}fc log ||s||o.sup = — O;ﬁisrllgg1 max log ||s1 - $2|o,sup-
0#s2€62

Pour tout s; Eﬁé’i (i=1,2) ettouto: K — C,ona |s1-52]losup < |51 lo,5up-|I52lo.sup>
d’ou —log A1 (6) = —log M\1(&1) — log A1(&E2). Encore d’aprés (63), on obtient

- IOg )\1(8) 2 ﬁmax(gl) + ﬁmax(EZ) - U(I‘g 61a K) - U(l"g 627 K)7
qui implique (71) puisque fimax(8) = —log A1 (8). O

PROPOSITION 4.2.2. — Soient Z1 et Lo deus fibrés inversibles hermitiens tels que
Lk et Lo ik soient gros. Alors

(72) //Z;Tnax (yl ® gz) > ﬁ;ax (yl) + ﬁgax (Z)

Démonstration. — Pour tout entier n suffisamment grand (de sorte que les ff? & soient

effectifs), on note ES) = T, (§®n) (i=1,2), et &, = m, (??n ®§;®n). D’apres (71),

i
pour tout entier n assez grand, on a

(73)  fimax(Bn) > Biman(B0) + fiman (B ) = Ulrg 60, K) — U(rg 62, K)

Si on divise les deux cotés de (73) par n et passe n tendre vers l'infini, d’aprés la
proposition 4.1.6, on obtient (72). O

PROPOSITION 4.2.3. — Soient .Z un fibré inversible hermitien sur 2 tel que Lk soit
gros, et M un fibré inversible hermitien sur Spec O . Alors
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1) Pour tout entier n > 1, ﬁgax(?z’"i): it (),
2) fipax (L @ M) = (M) + fig o (£).-

Démonstration. — 1) résulte de la définition de u7 .. (+).

2) En effet, on a 7, ((Z ® 7*(M))®") = 1,(Z°") @ M"". D’aprés (37), on a

Fima (Mo (Z @ 7 (M))®") = fimax(m. (")) + nfi(M).

Par passage 4 la limite on obtient 4™, (£ ® m*M) = (M) + i=,,.(£). O

4.2.2. Pente maximale asymptotique d’un fibré inversible hermitien
quelconque. — La sur-additivité de g7, obtenue dans le sous-paragraphe précédent
permet d’étendre le domaine de définition de la fonction a7, () a l'espace de tous
les fibrés inversibles hermitiens sur 2. Dans le reste de la section, le symbole ©
désigne I’espace des fibrés inversibles hermitiens .Z sur 2~ tels que .Zx soit gros.

DEFINITION 4.2.4. — Soient £ et Z deux fibrés inversibles hermitiens sur .2°. On
suppose que .Z € O. Il existe alors un entier ng(?#,.Z) > 0 tel que Lx ® ,Z;?”
soit gros quel que soit n > ng(#,.Z) (cf. [33, 2.2.24]). On définit, pour tout entier
n = no(f, .iﬂ),

An(B,2) = (P © Z°") = niTs (D).

LEMME 4.2.5. — Soient & et F deux 0 o -modules localement libres de rang fini. Pour
tout homomorphisme f : §x — Fx, il existe un élément non-nul a € Ok tel que af se
reléve en un homomorphisme de & vers . Si de plus f est injectif, ’homomorphisme
relevé peut étre choisi injectif.

Démonstration. — Soit  : Spec K — Spec O le point générique. C’est un morphisme
plat. Soit X := Z%. On désigne par p: X — Spec K et ¢ : X — Z les morphismes
canoniques, qui s’insérent dans un carré cartésien:

X Z

[ e )

Spec K — Spec Ok .

D’aprés [26] III, 1.4.15, pour tout ) g -module quasi-cohérent ¢, ’lhomomorphisme
canonique N*m,¥9 — p.q*9Y est un isomorphisme. Par conséquent, on a un
isomorphisme canonique HY(X,9x) = H°(2,9)k. Si & et . sont deux 0g-
modules localement libres de rang fini, alors Homg, (&, .7) s’identifie a 'espace des
sections de &V ® .% au-dessus de 2°. D’autre part,

Homg  (6x, Fx) = H (X, 64 ® Fx) = H'(2, 6" @ F)k.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



94 CHAPITRE 4. APPLICATIONS

Par conséquent, pour tout homomorphisme f : & — Fk, il existe un élément non-
nul a € Ok tel que af se reléve en un homomorphisme de & — .%, autrement dit,
I'image de ’homomorphisme composé

E&—e b — =g e g Tk

est dans .#. Cet homomorphisme est injectif lorsque f est injectif. O

Soit & un fibré vectoriel normé sur 2. On dit qu’une section s € H%(Z, &) est
effective si n}l{&:x:(c||s||g,Sup < 1. On dit que s est strictement effective si I'inégalité
o: d

est stricte, c’est-a-dire max l|8]losup < 1. Toute section s € H°(2Z", &) correspond
o: d

4 un homomorphisme ¢ : fo9 — &. Si on munit @4 des métriques hermitiennes

habituelles, alors s est effective si et seulement si max sup |zl < 1; elle est
a:K—=Crex, ()
strictement effective si et seulement si max  sup |¢zlls < 1.
aK—Chrex, (C)

Soient &; et &» deux fibrés vectoriels normés sur 2 ,et f i 61,k — Sax un
homomorphisme. On a démontré dans le lemme 4.2.5 qu’il existe a € O tel que af
se reléve en un homomorphisme de &; vers &y. Par conséquent, pour tout sauf un
nombre fini de place finie p, ’homomorphisme fc, se reléve en un homomorphisme
de 61@, vers 62’@‘0. Pour tout p € Xy, on désigne par h,(f) la borne inférieure des
valeurs —log |b|,, ot b parcourt I’ensemble des éléments dans C, tels que bfc, se
reléve en un homomorphisme de 61,@ vers 6275;1' L’argument ci-dessus montre que
hy < 400 et que hy(f) < 0 pour toute sauf un nombre fini de places finies p. Si v est

une place infinie de K qui correspond & un plongement o : K — C, on désigne par

hy(f) ou hy(f) le nombre réel  sup log| fz||s- Le nombre hy(f) (v € ¥y UX) est
z€Z5(C)
appelé la hauteur locale de f en v. On définit la hauteur de f comme le nombre

Z nyhy (f) € [—o0, +00].

VEX

On observe que, lorsque 2" = Spec Ok, la définition de h,(f) et de h(f) coincide
avec celle a la fin de §2.1.1.

(74) M) = g

LEMME 4.2.6. — Soient &1 et 6o deuz fibrés vectoriels normés sur X', et f : 61,k —
&a,x un homomorphisme. Soit ¢ : H*( 2k, 61.k) — HY(Zk, &2,x) Uapplication K-
linéaire induite par f. Alors on a hy(¢) < hy(f) quel que soit v € Xy U X, ot on a
considéré H'( 2, Lix) comme la fibre générique de m.(&;) (i = 1,2). Si de plus ¢
est injectif, alors

(75) Fmax (14(61)) < Bmax (7 (62)) + h(f).

Démonstration. — Soient p € X et

©p HO(%(CP, 51,([:',) — HO(%CW&Q,CP)
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I’homomorphisme induit par ¢. Par définition, 7.(&1) ® @p (resp. Tx(E2) ® @p) est
le disque fermé de rayon 1 dans H°(Z2¢,, &1,c,) (vesp. H*(2¢,, &2,c,))- Sib € C,

est tel que bfc, se releve en un homomorphisme de &, 5. vers &, 7.+ alors by, se
,Up ,Up

reléve en un homomorphisme de m,(51) ® @p vers . (62) ® @p. Donc |bpy|lp < 1,
d’ott [l@ply < [bl;". On obtient donc log ||¢p|ly < hp(f). Supposons maintenant que
o : K — C est un plongement. Pour tout élément s € H°(2,(C), 1,,), on a

oo ()losup = sup [If(s)all < eha(f)”s”tf,sum

zeZ5(C)
qui implique que log ||¢s|le < ho(f). Par conséquent, on a h(y) < h(f).
Si f est injectif, ’homomorphisme ¢ est injectif. L’inégalité (75) résulte donc de
I'inégalité de pentes (22). O
REMARQUE 4.2.7. — On garde les notations du lemme 4.2.6.

(1) Si’homomorphisme f lui-méme se reléve en un homomorphisme de &; vers &a,
alors hy(f) < 0 quel que soit p € X¢. Donc on obtient

1
< g L )

(2) Si.Z est un autre fibré inversible hermitien, et si g : 61,8k @ Lk — bax ® L est
I’homomorphisme induit par f, alors on a h,(g) = h,(f) pour toute v € ¥y UX .

(3) Si £) et £, sont deux fibrés inversibles hermitiens et si f' : £ o — L5 i est
un homomorphisme, alors h,(f ® f’) < hy(f) + hyo(f’) pour toute v € Xy U .
En particulier, si &1 et &2 sont de rang 1, alors pour tout entier n > 1 et toute
v € X5 UZZy, on a hy(f®") < nhy,(f). Dans ce cas-1a, si on applique le lemme
42,6 a fom . 6(18?( — 6?7;(, on obtient que, la hauteur de ’homomorphisme
on  HY( 2k, 6??{) — HY( 2k, 6??{) induit par f®" est majorée par nh(f).

(4) Soit ¢ une fonction continue sur 2 (C) qui est invariante par la conjugaison
complexe. Soit €z (¢) le fibré inversible hermitien sur 2" dont le fibré inversible
sous-jacent est le fibré trivial @4 et tel que la norme de la section unitaire 1 en
z € 2 (C) est e=®®). Alors la hauteur locale en ¢ : K — C de ’lhomomorphisme

d’identité O — Oa (d) est égale A la valeur maximale de la restriction de —¢
a Z5(C). En particulier, si ¢ = a est une fonction constante, alors la hauteur de
I’homomorphisme d’identité 04 — 04 (a) est —a.

(5) Si &; (¢ =1,2,3) sont des fibrés inversibles hermitiens sur 2, f: &1,k — &2,k
et g : 62,k — &3,k sont des homomorphismes, alors h, (gf) < hy(g) + hy(f) pour
toute v € Xy U M.

(6) Soient & un fibré vectoriel normé sur 2" et g : O — & un homomorphisme,
alors g correspond a une section effective (resp. strictement effective) de & si et
seulement si h,(g) < 0 (resp. hy(g) < 0) pour tout o : K — C.

(7) Pour tout fibré vectoriel normé & sur 2", on a

log A\ (m.(&)) = inf{a € R | £ ® D4 (a) admet une section effective non-nulle}.
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Si ’homomorphisme f est injectif, et se reléve en un homomorphisme de £L vers
&2, et si ho(f) < a quel que soit o : K — C, alors A1 (m.(&1)) = e %A1 (mi(E2)).

PROPOSITION 4.2.8. — Soit £ un fibré inversible hermitien sur 2 .
1) pour tout Z € O, la suite (A, (2, L))nsno(2,2) €st croissante et converge vers
uneflimz’te dans R; o
2) si M est un fibré inversible hermitien sur Spec O, £ € ©, alors
A (L, 2@ M) = A (£, %)
quel que soit n = ng(L,L);

3) si Lk est gros, alors

ir.(£) = inf lim A,(Z,2);
Zeon—too

4) pour tout fibré inversible hermitien M sur Spec Ok, on a

(M) = inf lim A,(r* (M), 2).
ZLe

e n—-+o0o
Démonstration. — 1) D’aprés la proposition 4.2.2, pour tout entier n > ng(¥£,.%),

ﬁ&ax(f ® $®(n+1)) / max(f ® f ) max(g)

Donc An41(?,2) = An(2, 2).

Comme Lk est gros, une de ses puissances tensorielles s’écrit comme le produit
tensoriel d’un fibré inversible ample et d’un fibré inversible effectif. Donc il existe
un entier m > 1 et un homomorphisme injectif ¢ de £x vers f}?m (cf. proposition
1.4.3 1)). Pour tout entier n > no(?%,.Z), soit o, : £x @ LE" — ff(m-‘_n)
Ihomomorphisme induit par ¢, qui est également injectif. D’aprés 'inégalité (75),
pour tout entier u > 1, on a

NmaX(W*(f ® Z )) < :UlmaX(ﬂ'*(g ) + h(%?”)

D’aprés la remarque 4.2.7 (3), on a h(p®%) < uh(p,) < uh(p). Par passage a la
limite, on obtient

—Qun ®u(n+m))

(20 Z°") <l @5 ") 4 h(g).
D’aprés la proposition 4.2.3 1), on a
An(2,2) < miiga(Z) + h(p).

Par conséquent, la suite (A, (7, f))n>n0( »,¢) est bornée supérieurement, donc
converge dans R.
2) En effet, pour tout n > ng(#,.%), on a, d’aprés la proposition 4.2.3 2),

An(2, 2 @7 (M) = (L0 Z%" @ (M) =il (Z @7 (M) = An(Z, 2).
3) D’aprés la proposition 4.2.3 1), on a A, (¥, £) = %, (¥), donc
fnax(D) > inf lim _4,(2,2).

gee n—-4o0o
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D’autre part, pour tout .Z € ©, d’aprés la proposition 4.2.2, on a l’estimation

An(, D) 2 (D) + e (Z°") = i (2) = R (P).

Par conséquent, liI}_l An(L, L) = ir . ().
4) En effet, pour tout .Z € ©, on a, d’aprés la proposition 4.2.3 2),

A (7 (M), Z) = B (7 (M) @ Z°") = i, (Z) = (M), .

DEFINITION 4.2.9. — Soit g un fibré inversible hermitien sur 2°. On appelle pente
maximale asymptotique de ¥ relativement & 7 la valeur

Irax(£) = inf lim A, (2, Z) € [~o0,+o0].
Pecen—+o

La proposition 4.2.8 3) montre que cette fonction généralise la fonction de la pente
maximale asymptotique initialement définie sur ©.

La proposition suivante montre que la fonction u7 .. prolongée préserve les
propriétés de la fonction initiale.

PROPOSITION 4.2.10. — Soient £, £1 et Lo trois fibrés inversibles hermitiens sur
X, et M un fibré inversible hermitien sur Spec Ok . On a

—_

) umax(fl ® fQ) Mmax(fl) + ﬁ&ax(zQ);

) ugax(fg’") = nfl,. (L) pour tout entier n > 1;
)

)

w N

Bhax (£ @ 7 (M) = i (£) + B(M);
si f: L1,k — L2k est un homomorphisme non-nul, alors

I

(76) ﬁglax(fl) X ,U‘max(fQ) + h(f)

Démonstration. — Pour tout fibré inversible hermitien .Z sur .2 tel que Zx soit gros,
et tout entier m suffisamment grand, on a, d’apreés les propositions 4.2.2 et 4.2.8 et le
lemme 4.2.6, que

Agm(gl ®?257) 2 A (?lay) + Am(?2’$),
A (P77 D) = nAn (2, D),
Am(f®7r( M), L) = Apn(2,2) + i(M),

<A

An(21,2) < An(ZL2, Z) + h(F).

Par passage a la limite, on obtient les (in)égalités annoncées. O
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4.2.3. Pente maximale asymptotique d’un fibré vectoriel hermitien. — La
notion de pente maximale asymptotique peut s’étendre naturellement pour tous les
fibrés vectoriels hermitien sur 2~ par passage au faisceau canonique du fibré projectif,
muni des métriques de Fubini-Study.

DEFINITION 4.2.11. — Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur .2". On appelle
pente mazimale asymptotique arithmétique relativement a m de E la valeur

fimax (E) = Il (Op(1)),

oup:P(E) — £ estle morphisme canonique et ol les métriques sur &g (1) sont des
métriques de Fubini-Study.

REMARQUE 4.2.12. — Dans le cas ou & = SpecOx et ou 7 est le morphisme
d’identité, la pente maximale asymptotique 17, (E) est toujours plus grand que
Dmax(E) _(cf. [22, remarque 7.5]). Voir loc. cit. théoréme 7.1 pour une estimation de
Hmax(S™E).

PROPOSITION 4.2.13. — Awvec les notations de la définition 4.2.11, si Ex est gros
(c’est-a-dire que Og(1)k est gros), alors

~ — . 1. —

Fue(B) = 10 i (. (5"E))

n—-+4oo

Démonstration. — Soit r le rang de E. Par définition

() = m P (70) (0(1)).

n—-+oo n

Pour tout entier n > 1 et tout o : K — C, on désigne par || - ||, 12 la métrique L?
sur S"E, ¢ par rapport a la métrique de Fubini-Study sur O (1), c, et par | - ||» la
métrique produit symétrique sur S™E, ¢. D’aprés [10] Lemma 4.3.6, on a la relation

n+r—1
Itz = (7 sl e

pour tout € X,(C) et tout s € *(S™E). Par conséquent, on a

B 8" B, (1] -1)) = B (87 B (- 2D = g tos (777 1).

Par passage a la limite on obtient (cf. la remarque 4.1.9, voir aussi le lemme 4.2.26)

_ 1 _
Prun(B) = 1~ i1, (S ). =

n—-+oo
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4.2.4. Lien avec une condition d’annulation. — La négativité de la pente
maximale asymptotique d’un fibré inversible hermitien est liée a ’absence de section
globale effective de certains fibrés vectoriels normés.

PROPOSITION 4.2.14. — Soit £ un fibré inversible hermitien sur 2 .

D oV
1) Si fl(@) > 0, alors Afue(Z") < 0.
2) Sifif.x(£) <0, alors £ n'a pas de section effective non-nulle;
3) Siul . (£) <0, alors ¥ n'a pas de section strictement effective non-nulle;

Démonstration. — 1) Comme a7, (04) = 0, d’aprés la proposition 4.2.10 1), on a

~ ~ Vv —~ — . . —~ —V
17 (B) + i (P") < 0. Donc iy (%) > 0 implique i (7 < 0.

2) Si f: O — £ est un homomorphisme non-nul correspondant a une section
effective de £, alors on a h(f) < 0. D’apres (76), on a & . (£) > ur .. (Pa) = 0.

3) est similaire & 2). O

LEMME 4.2.15. — Soient £ et £ deux fibrés inversibles hermitiens sur 2 . On
suppose que Lx est gros et qu’une puissance tensorielle de £ a une section
strictement effective non-nulle. Pour tout a € R, il existe un entier n > 1 et un
homomorphisme injectif ¢ : £ — L®™ tel que ho(p) < a quel que soit 0 : K — C.

Démonstration. — On suppose que §®m a une section strictement effective non-nulle
qui correspond & un homomorphisme 7 : ) - — Z®™ tel que h,(n) < 0 quel que soit
o : K — C. Comme .Z est gros, il existe un entier p > 1 ainsi qu’un homomorphisme
injectif £ — ZE¥ qui induit un homomorphisme injectif f : ¥ — £ (voir la
proposition 1.4.3 et le lemme 4.2.5). On choisit un entier r tel que rh,(n) +ho(f) < a
pour tout o. D’aprés la remarque 4.2.7 (3), 'hnomomorphisme ¢ = n®" @ f : £ —
Z2@r+m) verifie I'inégalité h, (@) < a pour tout o : K — C. O

REMARQUE 4.2.16. — 1) Suivant la terminologie de Moriwaki [37, §2], si un fibré
inversible hermitien .Z est tel que £k soit gros et qu’une puissance tensorielle
positive de .Z admette une section strictement effective non-nulle, alors .Z est dit
arithmétiquement gros.

2) Soit .Z un fibré inversible sur 2 tel que %k soit gros. Il existe toujours un
fibré inversible hermitien ayant .2 comme fibré inversible sous-jacent et dont une
puissance tensorielle admette une section strictement effective non-nulle. En effet,
soit .Z un fibré inversible hermitien dont le fibré inversible sous-jacent est .Z.
Comme Z est gros, il existe une puissance tensorielle ZI‘?” qui admet une section
globale non-nulle. D’aprés le lemme 4.2.5, il existe un homomorphisme injectif
0:Oq — L% (p € N,). D’aprés la remarque 4.2.7 (3), (4) et (6), quitte & tordre
Z par Dg (a) avec a assez positif on obtient un fibré inversible hermitien ayant
. comme fibré inversible sous-jacent et dont la p®™° puissance admet une section
strictement effective non-nulle.
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LEMME 4.2.17. — Soient £ un fibré inversible hermitien arithmétiquement gros et
& un fibré vectoriel normé sur 2 . Pour tout nombre a € R, il existe deuzx entiers
m,n > 1 et un homomorphisme injectif o : & — (LE)®™ tel que hy(p) < a quel
que soit o : K — C.

Démonstration. — Comme le fibré inversible hermitien .Z est arithmétiquement gros,
Lk est gros. Donc il existe deux entiers p,m > 1 et un homomorphisme injectif
Ex — (LEP)®™ (cf. proposition 1.4.3 infra), qui induit un homomorphisme injectif
P 6 — (LP)P™ compte tenu du lemme 4.2.5. D’aprés le lemme 4.2.15, il existe
un entier ¢ > 1 et un homomorphisme 7 : 0o — L% tel que h, (1) < a — ho (1)
quel que soit 0 : K — C. On note ¢ = ¥ ® n. D’aprés la remarque 4.2.7 (3), on a,
pour tout o, hy(p) < a. O

DEFINITION 4.2.18. — Soit & un fibré inversible hermitien 1 sur 2. On dit que & est
faiblement positif si, pour tout fibré inversible hermitien ¥ sur 27, il existe A > 0

tel que, pour tout entier D > A et tout entier n > AD, le fibré inversible hermitien
—V&n

&

—®D . .
® £ 1n’a pas de section effective non-nulle.

LEMME 4.2.19. — Soient &; et & deuz fibrés vectoriels normés sur 2, f: & — Eo
un homomorphisme injectif et tel que ho(f) < 0 quel que soit le plongement o :
K — C. Si le fibré vectoriel normé &y n’a pas de section effective (resp. strictement
effective) non-nulle, alors il en est de méme de &,.

Démonstration. — Si ¢ : 90 — &; est un homomorphisme non-nul qui correspond a
une section effective (resp. strictement effective), alors ’homomorphisme composé f¢
correspond & une section effective (resp. strictement effective) non-nulle de &o (voir
la remarque 4.2.7 (5)). O

Dans la suite, on présente quelques formes équivalentes de la condition de positivité
faible.

PROPOSITION 4.2.20. — Soit & un fibré inversible hermitien sur 2 . Les conditions
suivantes sont équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien P et tout fibré vectoriel normé F sur X, il
existe X > 0 tel que, pour tout entier D > X et tout entiern > AD, Ev®n®?®D®§
n’a pas de section effective non-nulle;

2) & est faiblement positif;

3) il existe un fibré inversible hermitien £ sur % qui est arithmétiquement gros au
sens de Moriwaki, et un nombre A > 0 tel que, pour tout entier D > X\ et tout

—Ven

. —®D . .
entier n > \D, & ®ZL n’a pas de section effective non-nulle.
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Démonstration. — “1)==2)==3)” sont triviaux.

“3)=>1)": D’aprés les lemmes 4.2.15 et 4.2.17, il existe trois entiers p,q,r > 1
ainsi que deux homomorphismes injectifs ¢ : F — (LOP)®" et ¢ : £ — L9 tels
que hy(p) < 0 et hy(¢p) < 0 quel que soit o : K — C. Pour tout entier D > 1
’homomorphisme ¢p = &2 ®@ ¢ de P @ T vers (LOP1HP))® est injectif. De
plus, d’aprés la remarque 4.2.7 (3), on a h,(¢p) < 0 pour tout plongement o : K — C.
La condition 3) prédit qu’il existe A > 0 tel que, pour tout entier D > A et tout entier

n>AD, " @ 7P
—Ven —®D i

pour tel D et tel n, 6\/@ ® f® ® & n’a pas de section effective non-nulle, compte

tenu du lemme 4.2.19 et de la remarque 4.2.7 (2). O

n’a pas de section effective non-nulle. Par conséquent,

Dans le théoréme qui suit est présenté un critére de la condition de positivité
faible par la négativité de la pente maximale asymptotique du dual du fibré inversible
hermitien. Lorsque la fibre générique du fibré est négative, c’est-a-dire que la positivité
verticale est exclue, alors ces deux conditions sont équivalentes.

— N —v
THEOREME 4.2.21. — Soit £ un 04 -module inversible hermitien. Si p7 . (¥ ) <0,
alors ¥ est faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque f} est gros.

Démonstration. — “Nécessité”: Comme ﬁfnax(fv) < 0, il existe une constante € > 0 et
un fibré inversible hermitien . sur 2" tels que £k soit gros et que A,, (?V, Z) < -
pour tout entier m suffisamment grand. Pour tout fibré inversible hermitien M sur
Spec Ok, on a Am(fv,y) = A, (?V,y ® m*M). En particulier, pour tout a € R

A2, 2) = An(®', Z @ 70k (a) = Am(Z', Z ® 04 (),

ou Ok (a) désigne le fibré inversible hermitien sur Spec O dont le @) x-module sous-
jacent est trivial et tel que ||1]|, = e~® pour tout o : K — C, 1 étant I’élément unité
de Ok. Quitte & tordre .Z par €4 (a) avec a assez positif, on peut supposer que .7
est arithmétiquement gros (voir la remarque 4.2.16 2)). D’apres la proposition 4.2.8
—V — —V — —~ .

1),ona Ai(¥ ,Z) < An(¥£ ,Z) < —¢c et donc ,ugax(f ®.2) < ir .. (£) —e. Soit
A>e~laT . (Z) une constante. Pour tout entier D > 1 et tout entier n > AD, on a,
d’aprés la proposition 4.2.10 1) et 2),

e —Ven —QD —

(TL - )/’l‘max("g) + u;ax(f ®L ) X max((f ® j)(gm) < n(ll’gax(g) - E)'

Par conséquent,

ira(2%" @ Z°7) < Dif i (Z) —ne < 0.

max

—V® —®D . .
Donc # ® Z°° wa pas de section effective non-nulle, compte tenu de la
proposition 4.2.14 2). D’aprés la proposition 4.2.20, ¥ est faiblement positif.

“Suffisance”: Soit M un fibré inversible hermitien sur Spec O tel que fi(M) > 0.
D’aprés la proposition 4.2.20 (2) = 1)) Il existe une constante A > 0 telle que, pour
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. . . Ve ~—®D
tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait — log Ay (. (£ " ®7r"‘(M®

D’aprés (63) et (37), on a

(77 Fimax (1@ " @ 7t (M

) <0.

®D VRn

))) = ﬁ'max(ﬂ—* (?

ot 7, = 1g(m. (£V%™)). Soit (Dy)n>1 une suite telle que

)) + Di(M) < U(rn, K),

i) D,, > X pour tout entier n > 1;
if) D,, < n/X pour n suffisamment grand;
iii) lim n/D, =\
n—-+4oo

D’apreés (77), pour tout entier n assez grand,

1 —Ven Dn/\— 1
*Amax * — M <7
fmax(m(277") + SRR <

U(rp, K).
Par passage a la limite on obtient ﬁ;ax(?v) < —A75(M) < 0, en s’appuyant sur
Pestimation U(r, K) < log(r + 1), établie dans le lemme 4.2.1. O

La condition de positivité faible implique (est donc équivalente a) une condition
de croissance exponentielle de la norme du plus petit vecteur non-nul.

PROPOSITION 4.2.22. — Soient P et L deux fibrés inversibles hermitiens sur 2 . Si

L est faiblement positif, alors il existe deux nombres réels strictement positifs a et
) . _ —Vve

X tels que, pour tout entier D > X' et tout entier n > XN D, on ait Ay (m (£ "

§®D)) > e,

Démonstration. — D’apres le lemme 4.2.15, il suffit de démontrer la proposition pour
le cas ou .Z et £ @ ¥ admettent au moins une section effective non-nulle. En effet,

sif: % — 7 est un homomorphisme injectif tel que h,(f) < 0 pour tout o, alors

—Ven _ — —ven _—®D -
Al(f\@ ® $®D) > Al(f\@ ® 7° ) (cf. la remarque 4.2.7 (7)). Soit M un fibré

inversible hermitien sur Spec Ok dont le Ox-module inversible sous-jacent M est
trivial, et tel que, pour tout o : K — C, on ait ||1|, = e, ot b > 0, 1 est 1’élément
d’unité de M = Ok. On a (M) = b, et 7*(M) = 04 (b). Comme £ est faiblement
positif, il existe A > 0 tel que, pour tout entier D > )\ et tout entier n > AD, on ait

M (2" 0 Z°P @ (M)®P)) > 1,
—V®

ou encore \q (. (2 "® §®D) > ePP| compte tenu de la remarque 4.2.7 (4) et (7).
On fixe deux entiers Dg et ng tels que Dy > A et ng > ADg. Pour tout entier n > 0,
on a

—V® —®nD

Al(w*(f e ®$®n 0) > ebnPo,
Comme .Z a une section effective, et comme il existe un homomorphisme ¢ de ?V
vers .Z tel que hy(¢) < 0 pour tout o, d’aprés la remarque 4.2.7 (7), on obtient

—VQ(nno+l) —Q®D

)\1(77'*(2? ®Z )) = )\1(77*(2{)

—V®nng —®nD
© Z%") > Do
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pour tous les entiers D et [ tels que Dy < D < nDg et 0 <1< nDy— D. On note

ng  2ng
Ao = D% + Do
Pour tout entier D > Dy et tout entier m > A\oD, si on pose n = |m/ng] et | =
m — nng, alors on a m = nng + 1, o 0 < I < ng. En outre, on a
nDo—D (m/ng—l)Do—D> ()\oD/n(]—].)Do—D

>
>n0D/D0+2D—D0—D>n0.

Donc l < ng <nDy— D et D < nDgy. Par conséquent,
—V® —Q®D
A (2 (P m ®$® ) > ebDom/2no
puisque n > m/2ng. En prenant a = bDg/2ng, on achéve la démonstration. O

La proposition 4.2.22 suggére la généralisation suivante de la condition de positivité
faible pour un fibré vectoriel hermitien.

DEFINITION 4.2.23. — Soit & un fibré vectoriel hermitien sur 2". On dit que & est
faiblement positif si, pour tout fibré inversible hermitien ¥ sur 2, il existe deux
nombres réels strictement positifs a et A tels que, pour tout entier D > X et tout

entier n > AD, on ait /\1(71'*(5"8\/ ®?®D)) > e,

REMARQUE 4.2.24. — On peut proposer une autre condition en faisant une
généralisation naive de la définition 4.2.18 au cas de fibré vectoriel hermitien.
Certainement cette condition est plus faible que celle dans la définition 4.2.23. Mais
il n’est pas claire, au moins pour I'auteur, que ’analogue de la proposition 4.2.22 est
encore valable pour le cas de rang > 1.

La proposition suivante est un analogue au cas de rang supérieur de la proposition
4.2.20. Sa démonstration est presque la méme.

PROPOSITION 4.2.25. — Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien P et tout fibré vectoriel normé F sur 2 il
existe deur nombres réels a, A\ > 0 tels que, pour tout entier D > X\ et tout entier
n > AD, on ait
n Y —-®D Fea an
M(m(S"E L QYF)) > e,
2) & est faiblement positif:
3) il existe un fibré inversible hermitien arithmétiquement gros £ sur Z et deux
nombres a, A > 0 tels que, pour tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait

M (578 @ Z%7)) > e,

La proposition 4.2.27 au-dessous montre que la condition de positivité faible d’un
fibré vectoriel hermitien & est équivalente a la méme condition du dual du fibré
canonique de P(&§") muni des métriques de Fubini-Study. Ce résultat nous permet
de ramener 1’étude de cette condition au cas de fibré inversible hermitien.
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LEMME 4.2.26. — Soit (V|| - ||) un espace hermitien de dimension r > 0. Soit L
le fibré inversible Oy (1) sur P(V), muni de la métrique de Fubini-Study. Pour tout
entier n > 1, on désigne respectivement || - ||sup €t || - ||sym la norme sup et la norme

puissance symétrique sur HO(P(V), L®") = S™V. Alors, pour toute section non-nulle
s € H(P(V),L®"), on a

1
| 196 [1lsup — 108 [sllyun| < 5 1og Ca(m,7),

ot Ci(n,r) = (”+:L_1) est le rang de S™V.

Démonstration. — On désigne par || - ||; la métrique de John associée & la métrique
I [|sup. Comme || - ||sup €st invariante par ’action du groupe unitaire de V, il en est de
méme de la métrique hermitienne || - ||. En vertu du [10, lemme 4.3.6], les métriques
Il lls et || - lsym sont proportionnelles. Il existe donc un nombre réel co(n,r) tel que

VO£ s € HOB(V), L),  loglslls = log]|slleym + coln, ).
Or, si u est un élément dans HO(P(V), L) =V, alors [[u™||sup = ||ul|” = [|[u™||sym- On

en déduit donc 0 < co(n,r) < 3 log C1(n, ), compte tenu de la relation

I llsup < 1= M5 < V/Ca(m, 7)1 - Hlsup-

La démonstration est donc achevée. O

PROPOSITION 4.2.27. — Soit & un fibré vectoriel hermitien de rang r sur 2. On
désigne par £ le fibré inversible Ogv(—1) sur P(&"), muni des métriques duales des

métriques de Fubini-Study sur Ogv (1). Alors & est faiblement positif sur X si et
seulement si £ est faiblement positif sur P(&").

Démonstration. — Soient p : P(§) — 2 le morphisme canonique et r = rg &.

“e=": On suppose que M est un 0 z--module inversible hermitien. Comme # est
faiblement positif, il existe deux nombres a, A > 0 tels que, pour tout entier D > X\ et
tout entier n > AD, on ait

5V en * (AT an
M((p) (277 @ p" (M)®P) > e
D’aprés le lemme 4.2.26 et la remarque 4.2.7 (7), on a
M(m (876" @ M7)) > Ci(n, ) H A ((ap) (277" @ p"(A)®P) > e Cu(n, ),

ouCy(n,r) = (”+T’;_1). Comme la fonction C; (n, r) croit polynomialement par rapport
a n, on obtient le résultat.

“—": Le faisceau ¥’ = Dev (1) est ample relativement & p. D’aprés la proposition
1.4.1, il existe un fibré inversible M sur 2" tel que . := £¥ ® p*M soit ample. On
munit M des métriques continues arbitraires et on pose

Z =7 0p'(Me0,0) =2 @p (M) D),
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ol b est un nombre suffisamment positif de sorte que certaine puissance tensorielle de
% ait une section strictement effective non-nulle. Donc % est gros (voir la remarque
4.2.16 1)) Dans la suite, on note M (b) = M ® 04 (b).

Comme & est faiblement positif, il existe deux nombres réels a, A > 0 tels que, pour
tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait

M (ma (5" @ MB)TT)) > e,
D’aprés le lemme 4.2.26, on obtient
M ((rp). (27" @ p* (M(8)®P)) = M ((7p). (£

Soit ng € N tel que, pour tout n > ng, on ait e**Cq(n, r)*% > 1. Soit A’ = max(ng, A).
Alors pour tout entier D > X et n > XD on a

M ((mp) (275" @ Z°7)) > 1.

Donc £ est faiblement positif, compte tenu de la proposition 4.2.20 (3) = 2)) O

V& V®(n—D

: ®§®D)) > ¥ Cy (n, )" 3.

V&

Le théoréme suivant donne un critére numérique de la condition de positivité faible,
qui généralise le théoréme 4.2.21 au cas de rang supérieur.

THEOREME 4.2.28. — Soit & un fibré vectoriel hermitien sur 2 . Si ﬂfnax(gv) <0,
alors & est faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque 6\,/( est gros.

Démonstration. — Soient p : P(§Y) — 2 le morphisme canonique et ¥ le fibré
inversible H¢v(—1) muni des métriques duales & celles de Fubini-Study sur Ogv (1).

J— 7\/ J—
“=": Comme ﬁgax(év) = pare (£) < 0, le fibré inversible hermitien ¥ est
faiblement positif, donc il en est de méme de &, compte tenu de la proposition 4.2.27.

“«<=": D’apres la proposition 4.2.27, si & est faiblement positif, il en est de méme
de #. D’autre part, si 6} est gros, f} est gros. D’aprés le théoréme 4.2.21, on obtient

ir (&)= (2 <o. O

4.3. Polygones et pentes asymptotiques en géométrie relative

Dans cette section, on applique les résultats obtenus dans le chapitre 3 & 1’étude
du comportement asymptotique des fibrés vectoriels dans le cadre de la géométrique
relative.

On fixe un corps k et une courbe projective et réguliére C' sur Spec k. On désigne
par K’ = k(C) le corps des fonctions rationnelles sur C. Soit g le genre de C. Pour
tout fibré vectoriel E sur C, le théoréme de Riemann-Roch implique que

(78) X(E) =1gH°(C,E) —1g H'(C, E) = deg(E) + rg(E)(1 — g).
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4.3.1. Polygone et pentes asymptotiques. — Soit B = @n>0 B,, une f¢-algebre
graduée. On suppose que chaque B, est un @c-module localement libre de rang
fini et que B, # 0 pour n suffisamment grand. De plus, on suppose que Bk est
un anneau intégre. Dans ce sous-paragraphe, on montre que la suite de polygones
(P8, /n)n>1 converge uniformément, ou les polygones Pp, sont définis dans §2.3.2.
C’est un analogue dans le cadre de la géométrie relative du théoréme 4.1.2. On rappelle
d’abord une estimation de la pente minimale de produit tensoriel établie dans [17].

Soit b(C) = min{deg(H) | H € Pic(C), H est ample}. C’est un entier strictement
positif, et ’ensemble des valeurs de deg(H) lorsque H décrit Pic(C) est exactement
b(C)Z. En effet, un faisceau inversible H € Pic(C) est ample si et seulement si
deg(H) > 0. Soit en outre a(C) = b(C) + g — 1.

LEMME 4.3.1. — Soient E et F deuzx fibrés vectoriels sur C. On a pmin(E ® F) >
,u'min(E) + ,u'min(F) - G(C)

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer [17] Proposition 2.2 aux fibrés vectoriels EY et
FV. En utilisant le fait que pmax(EY) = —pimin(F), on obtient le résultat. O

THEOREME 4.3.2. — Soit B = ®n>0 B,, une algébre graduée en fibrés vectoriels sur

C. On suppose que By est intégre, B,, # 0 pour n suffisamment grand et qu’il existe

a >0 tel que pmax(Br) < an quel que soit n > 1.

1) La suite de pentes mazimales (Umax(Bn)/N)n>1 converge dans R.

2) Silalgébre By est de type fini sur K', la suite de polygones (P, /n)n>1 converge
uniformément vers une fonction concave sur [0, 1].

3) Si, pour tous entiers n et m assez grands, I’homomorphisme By, g+ ® By g1 —
By im, k' tnduit par la structure d’algébre de B est surjectif, alors la suite de pentes
minimales (fmin(Bn)/n)n>1 converge dans R.

Démonstration. — D’aprés un argument similaire & celui dans la démonstration du
théoréme 4.1.2, en utilisant le lemme 4.3.1, on obtient que ’algébre graduée Bg: =
@n>0 B, k/, munie des filtrations de Harder-Narasimhan, est f-pseudo-filtrée pour
la fonction constante f = a(C). Le théoréme résulte donc du théoréme 3.4.6 et les
propositions 3.2.9 et 3.2.10. O

4.3.2. Théoréme de Hilbert-Samuel. — Soient X une variété projective sur k
et m : X — C un k-morphisme projectif et plat. Soit d la dimension relative de
X sur C. Soit L un @x-module inversible. On établit un analogue du théoréme
4.1.8 en géométrie relative. L’idée est d’appliquer le théoréme 4.3.2 & algébre B =
@D,,50 7+ (L®"). Comme 7 est un morphisme plat, 7. (L®™) est un )c-module cohérent
sans torsion, donc est un c-module localement libre de rang fini puisque C' est
réguliére. On commence par un résultat (proposition 4.3.4) sur la comparaison de la
pente maximale au plus grand degré de sous-fibré inversible.

LEMME 4.3.3 ([17] Lemma 2.1). — Soit E un Oc-module localement libre de rang fini
et non-nul. Si H°(C, E) est nul, alors pmax(E) < g — 1.
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PROPOSITION 4.3.4. — Pour tout Oc-module localement libre de rang fini et non-nul
E, il existe un sous-Oc-module inversible £ tel que deg(¥) = tmax(E) — a(C), ou
a(C) est la constante définie dans §4.3.1.

Démonstration. — Soit M un @c-module inversible de degré b(C). On choisit r € Z
tel que

g+ b(C) =1 = pmax(E @ M®") = pmax(E) + 76(C) > g — 1.
D’aprés le lemme 4.3.3 on obtient H°(C,E ® M®") # 0. Donc il existe un
homomorphisme injectif de ¢ vers E ® M®". Soit £ = MV®". 1l existe alors
un homomorphisme injectif de # vers E. En outre, on a

deg(¥) = —rdeg(M) = —rb(C) = pmax(E) — g — b(C) + 1.
Comme a(C) = b(C) + g — 1, on obtient deg(?) > pmax(F) — a(C). O

La proposition au-dessous est une estimation sur la croissance des pentes
maximales. Elle montre en particulier que l'algébre B = @n>0 m(L®") vérifie
la condition du théoréme 4.3.2.

PROPOSITION 4.3.5. — Pour tout ©)x-module inversible L, il existe une constante o
dans R telle que, pour tout entier n > 1, on ait pmax(m«(L®")) < an.

Démonstration. — La variété X étant projective sur k, on choisit un € x-module
inversible ample . sur X. L’égalité m,(c1(L)%) = c1(Lg/)?%C] est vraie dans le
groupe de Chow CH;(C). Soient M un sous-f)c-module inversible de m,(Z®") et
¢ M — 7, (£®") P’homomorphisme canonique. On désigne par @ : 7*M — £®"
le morphisme obtenu de ¢ par adjonction. Ce dernier s’identifie & une section non-
identiquement nulle de 7* MY ® Z®™, dont le diviseur [div(®)] est effectif. On a donc

degx (cl(z)d[div(a)]) > 0. Or [divg] = —7*e1 (M) + nei (L) dans CH!(X), done

deg (e1(:2)"[div(3)]) = degx ((—*c1(M) + nex(D))er (£)?)
= —dego (c1(M)m.(c1(2)%)) + ndegy (er(L)er (£)%).

Par conséquent,

d L)c,(Z)¢
deg(a) < SeBx(@D (L)Y
deg o, (Xk')
Enfin, d’aprés la comparaison que ’on a établi dans la proposition 4.3.4, on déduit la
majoration linéaire en n de fimax(m«(-Z®")) annoncée. O

THEOREME 4.3.6. — Soient 7 : X — C un morphisme projectif et plat, et L un fibré
inversible sur X. On suppose que H°( Xk, L?}f‘) est non-nul lorsque n est assez grand.
Pour tout entier n > 1, soit B,, = m,(L®").

1) La suite (ftmax(Bn)/n)n>1 converge vers un nombre dans R.
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2) Sil’algébre @n20 H( Xk, L?}?) est de type fini sur K', alors la suite de polygones
de Harder-Narasimhan (Pp, /n)n>1 converge uniformément vers une fonction
concave 97, et on a

(d+1)!

1m ——
n—-+o0o nd+1

(79) X(Bn) = (d+ 1)vol(Lg)P7(1).

Si L est ample, alors

c1 (L)d+1

(80) PL(1) = @+ Ver(Lr )t

3) Si I’homomorphisme canonique
HO(Xg), L2%) ® HO (X, L)) — HO (X, LE)

est surjectif pous tous n et m assez grand, alors (fmin(Br)/n)n>1 converge dans
R.

Démonstration. — D’aprés la proposition 4.3.5, les conditions du théoréme 4.3.2 sont
vérifiees pour l'algébre B = P, m«(L®"). On obtient donc les résultats sauf les
égalités (79) et (80). On a liril w(By)/n = P7(1). En outre, d’aprés (78),

X(By) = deg(By,) +rg(Bn)(1 - g),
d’ou
lim M = lim M(Bn).
no+oo nrg(B,) n—oto N

Comme lim d!'rg(B,)/n® = vol(Lg), on obtient (79). Enfin, lorsque L est ample,
(80) se déduit du théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck. O

4.3.3. Pente maximale asymptotique. — Soit 7 : X — C un k-morphisme
projectif et plat d’une variété projective X vers une courbe projective réguliére
C. On note K’ = k(C) le corps des fonctions rationnelles sur C. Pour tout @x-
module inversible L tel que Lk~ soit gros, le théoréme 4.3.6 montre que la suite
(Wmax (T« L®™) /n)pn>1 converge dans R. On désigne par u7 .. (L) cette limite. Dans la
suite, on montrera que la fonction u7 . est sur-additive. Ce résultat permet d’étendre
le domaine de définition de uT . & Pic(X) — le groupe des classes d’isomorphisme
de fibrés inversibles sur X.

LEMME 4.3.7. — Soient E; et Ey deur Ox-modules localement libres de rang fini et
non-nuls. Si m.(E1) et m«(E2) sont tous les deux non-nuls, alors on a

/"fmax(ﬂ'* (El ® E2)) = ﬂmax(ﬂ-*El) + ,U'ma,x(W*EQ) - 2&(0),
ot a(C) est la constante définie dans §4.3.1.

MEMOIRES DE LA SMF 120



4.3. POLYGONES ET PENTES ASYMPTOTIQUES EN GEOMETRIE RELATIVE 109

Démonstration. — Comme 7.(E;) et m.(E2) sont non-nuls, d’aprés la proposition
4.3.4, il existe deux )c-modules inversibles M; et M ainsi que deux homomorphisme
injectifs My — 7. (E1) et My — m.(Es) tels que deg M1 > pimax(mE1) — a(C) et
deg Ma > pimax(m«E2) —a(C). Comme MY @ 7. (E1) et My @ m.(F2) ont des sections
non partout nulles au-dessus de C, 7*(M;)Y ® E; et 7*(M>)Y ® E5 ont des sections
non partout nulles au-dessus de X. Par conséquent,

HO(X, 7" (My © Ms)" @ (E1 ® Ey)) = H(C, (M) © M) @ m(E1 ® E3)) # 0.
Donc 0 < pimax (M1 @ M)V @ 7. (F1 @ E3)), et donc
Nmax(ﬂ'*(El & EQ)) > deg M, +deg M > ,Umax(ﬂ'*(El)) + Nmax(ﬂ'*(EZ)) - 2(1,(0) O

PROPOSITION 4.3.8. — Soient L, Ly et Ly des O x-modules inversibles dont les fibres

génériques sont gros.

1) Pour tout entier n > 1, u= . (L®™) = nu=  (L).

2) Si M est un Oc-module inversible, alors pZ . (L@ n*M) = deg M + p7 . (L).

3) Mhax(L1 ® L2) > piax(L1) + fhax(L2)-

4) S’il existe un homomorphisme non-nul ¢ : L; — Lo de ©Ox-modules, alors
ugax(Ll) < ugax(Lz)‘

Démonstration. — 1) est immédiat d’aprés la définition de ul .. .
2) On a, pour n assez grand,

Hmax (T (L @ T M®™)) = pmax (12 (LE™) @ M®") = pmax (12 (L®")) + n deg M.
D’ou
1 1
m — pmax (T4 (LE" @ 7*M®™)) = deg M + lim  — pupax (7. (L®™)).
n—oo M n—oo N
3) D’aprés le lemme 4.3.7, pour tout entier n assez grand,
e (T (L © LE™)) > piman (12 (LE™)) + pima (. (LE™)) = 20(C).
Donc
NmaX(W*(L?n ® Lgn)) > NmaX(W*(L?n)) + /‘maX(W*(LSM)) _ 2a(C)
n - n n n
Par passage a la limite on obtient uZ, (L1 ® Lo) > ul .. (L1) + pl . (L2).

4) Pour tout entier n > 1 on a un homomorphisme injectif p®" : L‘?" — L?".
En prenant 'image directe on obtient un homomorphisme injectif de m.(LY™) vers
7T*(L§®”). Par conséquent, on a pmax (7« (Li@")) < ,umax(w*(L?”)). Par passage a la
limite on obtient u?  (L1) < pZ,.(L2). O

DEFINITION 4.3.9. — Soient L un @x-module inversible et . un @ x-module
inversible tel que k- soit gros. D’apres la proposition 1.4.3 1), il existe un entier
no(L,Z) > 0 tel que L ® LE" soit gros quel que soit n > ng(L,.Z). On définit,
pour tout entier n > ng(L,.%), An(L, L) = pf (L @ L") —nuT . (£L).

PROPOSITION 4.3.10. — 1) La suite (An(L,ZL))n>n,(L, ) €st croissante et converge
dans R.
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2) Si M est un Oc-module inversible, on a Ap(L, £ @ m*M) = A, (L,.Z) pour tout
n = no(L,%).

3) On désigne par G lensemble des Ox-modules inversibles génériquement gros et
par @ ensemble des Ox-modules inversibles gros. Alors

. . . . /
(81) érgg nEI—lI—loo A (L, Z) = ;flfréfﬁ’ HBTOO An (L, Z").

4) Si L est un Ox-module tel que L+ soit gros, alors la valeur dans (81) est égale a

Hmax (L)
5) Si L est de la forme m* M, ot M est un Oc-module inversible, alors la valeur dans
(81) est égale a deg(M).

Démonstration. — 1) D’aprés la proposition 4.3.8 3), pour tout entier n > ng(L,. %),

Hmax (L ® LECH) > uf (L@ L5%) + i (L).

Donc on a A,4+1(L,. %) > An(L,£). D’autre part, comme Lk est gros, il existe un
Oc-module inversible M tel que .Z ® 7* M soit gros (cf. la proposition 1.4.5 infra).
Donc il existe un entier m > 0 et un homomorphisme injectif de L vers (£ @7*M)®™
(ct. proposition 1.4.3 infra). D’aprés la proposition 4.3.8 2) et 4), on a

Pimax (L ® L°7) < piay (£ @ T M)®™ @ L) = (m + n) i (L) + m deg(M),

ie., Ap(L,Z) < m(ul,. (L) + deg(M)). La suite (An(L,L))n>no(L,2) st alors
croissante et bornée supérieurement, donc converge dans R.

2) Si L ® £®™ est génériquement gros, il en est de méme de L ® (£ @ n*M)®" =
L® %" @r*M®", et on a, d’aprés la proposition 4.3.8 2),

e (L ® (L @7 M)®™) = (L ® L°™) + ndeg M.
Par conséquent,
AL, L @m*M) = pul . (L® L®") +ndeg(M) —nul, (L @1*M) = A, (L, 7).

3) L’égalité (81) est une conséquence immédiate de 2) et de la proposition 1.4.5.

4) Pour tout @ x-module inversible génériquement gros ., d’apreés la proposition
4.3.83),0n a

/’L;ax(L ® "iﬂ@n) - nlu’;ax("iﬂ) = :u’gla,x(L) + Ngax("iﬂ@n) - nﬂgax("zﬂ) = :u’glax(L)'

Donc on a inf lim A,(L,.Z) > pn.x(L). D’autre part, comme Ly est gros,

c€tin—-+oo
inf lim A,(L,%)< lim A,(L,L)
ZLetin—+o© n—+o00
= lim (i (L ® L) = (L)) = tpa(L):

On obtient donc ’égalité.
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5) Si L = 7*M, ou M est un Hc-module inversible, alors pour tout @ x-module
inversible génériquement gros . et tout entier n > 0, on a, d’aprés la proposition
4.3.8 2)

An(va) = :u‘;ax(ﬁ*M ® g@n) - n:u’;ax(f)
= deg(M) + pfax (L") — nufax (L) = deg(M). 0

DEFINITION 4.3.11. — Pour tout ) x-module inversible L on définit

(82)  phae(D) =inf Tim (. (L® Z5") — i (£)) € 00, 400,

£ n—+oo
ol % parcourt tous les @)x-modules inversibles tels que £ soit gros. Lorsque L
est gros, cette valeur est finie, et coincide avec la limite lir_~r_1 Pmax(LE™)/n (cf. la
n—-1+0o0

proposition 4.3.10 4)). La valeur u7 (L) est appelée la pente mazimale asymptotique
de L relativement & .

La proposition suivante montre que les propriétés de la fonction 7 .. établie dans
la proposition 4.3.8 sont encore valables pour la fonction généralisées.

PROPOSITION 4.3.12. — 1) Pour tous Ox-modules inversibles Ly et La, on a

M;Tnax(Ll ® L2) = u;ax(Ll) + :u’;ax(LQ)'
2) Pour tout Ox-module inversible L et tout entier n > 0, on a
Prmax (L) = npf (D).
3) Si L1 et Ly sont deur Ox-modules inversibles et s’il existe un homomorphisme

non-nul de Ly vers Lo, alors pZ, (L) < pf .. (L2).
4) Pour tout Ox-module inversible L et tout Oc-module inversible M, on a

Hmax (L ® 7°M) = pio (L) + deg(M).

Démonstration. — 1) Pour tout @x-module inversible .# génériquement gros et tout
entier n suffisamment grand, d’aprés la proposition 4.3.8 3),

:u'?na,x(Ll QL ® $®2n) =2 /'L;ax(Ll ® g@n) + u;ax(LQ & g@n)’

d’ou As, (L1 ® Lo, L) 2 An(L1, L) + An(La, Z). Par passage 4 la limite on obtient
/J’;Tnax(Ll ® L2) > p’gax(Ll) + /J'&ax(L2)'
2) Pour tout @x-module inversible .Z génériquement gros et tout entier m assez
grand, on a, d’apreés la proposition 4.3.8 1),
(L8 © L) = T (L@ 2°™).

Par conséquent, on a A, (L®", Z) = nA,, (L, %). Par passage 4 la limite, on obtient
e (L2™) = i (L):

3) Pour tout @x-module inversible .# génériquement gros et tout entier m
suffisamment grand, on a un homomophisme injectif de L; ® .Z°" vers Ly ® £,
Par la proposition 4.3.8 4), on a p7 (L1 ®.£2%") < u= .. (La®.Z®™), qui implique que
An(L1,.%) < An(L2, Z). Par passage a la limite, on obtient p7 . (L1) < pl,.(L2).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



112 CHAPITRE 4. APPLICATIONS

4) Pour tout @x-module inversible génériquement gros £ et tout entier m
suffisamment grand, on a, d’aprés la 4.3.8 2),

A (L@ 7" M, %) = Ap(L, L) + deg(M).
Par passage a la limite on obtient pff (L Q@ n*M) = uZ . (L) + deg(M). O

4.3.4. Pente maximale asymptotique et annulation de section globale. —
La négativité de la pente maximale asymptotique est liée & I’annulation de section
globale de certains fibrés vectoriels. Les résultats présentés dans ce sous-paragraphe
sont analogues & ceux dans §4.2.4. On fixe dans ce sous-paragraphe un ©)x-module
inversible L.

PROPOSITION 4.3.13. — 1) Si uT . (L) >0, alors u= .. (LY) < 0.
2) Si =, (L) <0, alors H°(X,L) = 0.
3) Si L est gros, alors pl .. (L) > 0.

Démonstration. — 1) Ona uZ . (Ox) = pl . (7*Oc) = deg(B¢) = 0, done pl . (L) +
ul . (LY) < 0 compte tenu de la proposition 4.3.12 1).

2) Si H(X, L) # 0, alors il existe un homomorphisme non-nul de @x vers L, d’ott
wrae (L) = ul . (Ox) =0, compte tenu de la proposition 4.3.12 3).

3) Soit M un Hc-module inversible tel que deg(M) > 0. Comme L est gros, il
existe un entier n > 1 tel que 7* MY ® L®" ait une section globale non-nulle. D’aprés
2), on a

B (7MY @ L") = it (L) + deg(MY) > 0,
Donc pZ,. (L) > deg(M)/n > 0. O

THEOREME 4.3.14. — Si pT . (LY) < 0, alors la condition suivante est satisfaite :

il existe un Ox-module inversible gros £ et un nombre réel X\ > 0 tel que,
quels que soient les entiers D > X et n > AD, H°(X, LV®" @ £®P) = 0.

La réciproque est vraie lorsque LY., est gros.

Démonstration. — “=": D’aprés la proposition 4.3.10 3), si p7 . (LY) < 0, alors il
existe une constante ¢ > 0 et un f)y-module gros £ tels que, pour tout entier m
suffisamment grand, 4,,(LY, ) < —. On a alors p7 (LY ® &) < pT (L) —e.

Soit A une constante telle que A > e~ tu™ (). Pour tout entier D > 1 et tout entier
n > AD, on obtient, d’aprés la proposition 4.3.12 1),

(7 = D)t (Z) + biax (LVE" © L8P) < pfa (LY @ 2)°7)
= Mhimax (L @ L) < nphax (L) =€)
Par conséquent, on a
Pimax(LVE" ® £%P) < Duf, (L) — ne < 0.

D’aprés la proposition 4.3.13 2), on a H(X, LV®" @ #®P) = 0. Ainsi (X, L) satisfait
a la condition.
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“<=": On suppose que LY, est gros et que la condition est vérifiée pour L. La
condition dans le théoréme est équivalente & la condition suivante :

pour tout Ox-module inversible £, il existe A > 0 tel que, quels que soient
les entiers D > X et n> AD, on ait H*(X,LV®" @ £%P) = 0.

En effet, si .Z est un @) x-module inversible gros, alors il existe un homomorphisme
injectif de # dans une puissance tensorielle ™. Donc I’annulation de H°(X, LV®"®
£®md) implique celle de HO(X, LV®" @ £%P).
Soit M un @) c-module inversible ample. Il existe A > 0 tel que, pour tout entier
D > ) et tout entier n > AD, on ait
HY(X,LV®" @ 7" M®P) = 0.
D’apreés le lemme 4.3.3 et la proposition 4.3.12 4), on a
ranax (T4 (LVE™ @ m* M®P)) = D deg M + pimax (7o (LY®™)) < g — 1.

On prend une suite (D,),>1 telle que

i) pour tout entier n > 1, D,, > A,

ii) pour n suffisamment grand, D,, < n/A,

iii) lim — = A.

n—oo n

Alors pour n suffisamment grand, on a deg(M)D,, + pmax (7« (LY®™)) < g — 1, c’est-
a-dire

Dn max * LV®n - ]-
deg(M) +H (71'75 ) <9 )

<
n

Par passage 4 la limite, on obtient 7, (LY) < —A"tdeg M < 0. O

4.3.5. Pente maximale asymptotique d’un fibré vectoriel. — Par passage au
fibré canonique sur le fibré projectif, on étend le domaine de définition de la fonction
ul .. & Pensemble des fibrés vectoriels sur X. Si E est un f)x-module localement libre
de rang fini et non-nul et si p : P(E) — X est le morphisme canonique, on définit

.u;ax(E) = :u’;pax(@E(l))

REMARQUE 4.3.15. — Si Ek est gros, c’est-a-dire que si Og(1)g: est gros, alors
Ha(B) = T s, (57 E)).

LEMME 4.3.16. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) pour tout Ox-module inversible M et tout Ox-module cohérent sans torsion &, il
existe un nombre réel A > 0 tels que, quels que soient les entiers D > X et n > A\D,
on ait H*(X,S"EY @ M®P @ F) = 0.

2) pour tout Ox-module inversible M, il existe un nombre réel A > 0 tels que, quels
que soient les entiers D > X\ et n > AD, on ait H*(X,S"EY @ M®P) = 0.

3) il existe un Ox-module inversible gros L et un nombre réel X > 0 tels que, quels
que soient les entiers D > X et n > AD, on ait H*(X,S"EY ® L®P) = 0.
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Démonstration. — “1)==2)==3)” sont évidents. La démonstration de “3)==-1)"
repose sur la proposition 1.4.3, et est trés similaire & celle de son homologue dans la
proposition 4.2.20. O

THEOREME 4.3.17. — Si pT . (EV) < 0, alors la condition suivante est vérifiée :

pour tout Ox-module inversible M (ou de fagon équivalente, il existe un
Ox -module inversible gros M ), il existe un nombre réel X\ > 0 tels que,
quels que soient les entiers D > X et n > AD, on ait H*(X,S"EY ®
M®P) = 0.
La réciproque est vraie lorsque EY,, est gros, c’est-a-dire que le faisceau inversible
Orv (1)K est gros.

Démonstration. — La condition dans ce théoréme est équivalente & la condition dans
le théoréme 4.3.14 pour (P(EY), Orv(-1)) :
pour tout QP(EV)—module inversible L (ou de fagon équivalente, il existe un
@p(EV)-module inversible gros L), il existe un nombre réel A > 0 tels que,
quels que soient les entiers D > X et n > \D, on ait H*(P(EV), Opv(n)®
L®P) = 0.
En effet, si M est un f)x-module inversible, alors
HY(P(EY), Opv(n) @ p*M®P) = H'(X,S"EY @ M®P).

Donc 'annulation de H°(P(EY), Opv(n) ® p* M®P) implique celle de H°(X, S"EY ®
M®P). Réciproquement, d’aprés la proposition 1.4.5, il existe un @x-module
inversible M tel que L := Opv(1) ® p*M soit gros. On a H°(P(EV), Opv(n) ®
L®P) = HYP(EVY),0pv(n + D) @ p*M®P) = H(X,S"tPEY @ M®P). Si ce
dernier espace s’annule lorsque n/D est assez grand, alors il en est de méme de
HO(P(EY), Opv(n) ® L®P).

“—7: Comme uff(Opv (1) = pia(EY), on a B (O (1)) < 0. D'aprés le
théoréme 4.3.14, la condition comme ci-dessus est vérifiée.

“«<=": Si la condition dans ce théoréme est vérifiée pour (X, E), alors la condition
dans le théoréme 4.3.14 est vérifice pour (P(EVY), Ogv(—1)). Si de plus EY,, est
gros, alors Opv(—1)},, = Opv(1)k est gros. Le théoréme 4.3.14 implique alors que
Hita (Opv (=1)Y) = pif (O (1)) = phax (EY) <O. O
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